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Exercice 1 : ( Bareme de notation : chaque question est notée sur 1.25 pt = 5 pts)

Les données : P(A) = P(B) = 10%. Les déréglements des machines sont indépendants en proba-
bilité.

Les événements D : “’la piece est défectueuse” , A : ’la machine A est déréglée” et B : ”’la machine
B est déréglée”.

1) Probabilité qu’une piece soit défectueuse :
D= (ANB))U(BNA)U(ANB) =AUB.

P(D)=P(A)+P(B)—P(ANB) =P(A)+P(B)—P(A)P(B) =0.140.1 -0.1 x0.1 = 19%
Car les déréglements des machines sont indépendants en probabilité : P(ANB) = P(A)P(B)
2) Probabilités qu’il y ait O, 1 ou 2 machines en pannes :
Les déréglements des machines sont indépendants en probabilité : P(ANB) = P(A)P(B) alors,
a)po=P(ANB) =P(AUB) =1—P(AUB)

—1—P(A)— P(B)+ P(ANB) = 1 — P(A) — P(B) + P(A)P(B)
=1-0.1-0.140.1x0.1 =081 =81%

b)p1 = P[(ANB)U(BNA)] = P(ANB) +P(BNA) = P(A) — P(ANB) + P(B) — P(ANB)
=0.14+0.1-2x0.1x0.1=0.18 = 18%

¢)pa = P[(ANB) = P(A)P(B) =0.1 x 0.1 =0.01 = 1%

Remarque : si on note X la variable aléatoire réelle associée au nombre de machines déréglées

parmi les 2 machines. X — B(n; p): 2 résultats possibles (déréglée / non déréglée) avec une probabilité
p=q= % avec des expériences indépendantes.

X = B(n=2,p=10%) Distribution de probabilité : P(X = k) = Ckpkq" *k=0,1,n=2.
PX=0)=¢*=(1-p)*>=81%; P(X=1)=2pq=2p(1—p)=18% ; P(X =2) =p*>=1%.
3) Sachant que la piece fabriquée est défectueuse :

a) la probabilité pour que ce soit di a une et une seule machine :
Pp[(ANB)U(BNA)| = PULANBUBAA)ND)

P((ANB)JU(BNA))
P(D)

P(D)
b) la probabilité pour que ce soit dii aux deux machines :
pD(A ﬂB) _ P(ANBND) _ P(ANB) _

_0.01 __
P(D) P(D) — Pl()lz)) — 019 — 5.26%
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4) Probabilité qu’une machine soit réellement déréglée sachant que le systeme de contrdle I’indique
comme déréglée :

Q Les données :
- P(C+ /D) =5% et P(C— /D) =5% = P(C"/D)=0.95
‘\XC;;\{ D P(D) = 10% et P(D) = 90%
D N C+ : ”’le contrdle est positif” , D : ”’la machine est déréglée”.

Les événements D et D forment un systéme complet de Q.
On applique la formule de Bayes :
P(C+)=P(C+ /D)P(D)+P(C+ /D)P(D)=0.95x0.10+0.05 x 0.90 = 0.14 = 14%

Ona a]ors, PC+(D) — P(D/C+) — PSD?Q_’C_;L) — P(C;(/C?—ZI)D(D) — 0'98j2'10 = 67.86%.

Exercice 2 : ( Baréme de notation : chaque question est notée sue 1 pt = 4 pts)

Les données : P(T)=2% ; P(ONT)=1%; P(TNO)=5%
1) Probabilité de I’erreur O :
P(ONT)=P(0)—P(TNO)= P(0)=P(ONT)+P(TNO)=0.01+0.05 = 6%.
2) Probabilité de n’avoir ni I’erreur T ni I’erreur O :
PTNO)=P(TUO)=1-P(TUO)=1-0.03=97%
avec P(TUO) =P(T)+P(O)—P(TNO)=0.0240.06—0.05=3%
3) Indépendants en probabilité des événements T et O :
P(TNO)=5%# P(T)xP(0)=0.02x0.06=0.12% = les 2 événements ne sont pas indépendants
en probabilité.
4) Calcul des probabilités conditionnelles :
- probabilité d’avoir I’erreur T sachant qu’on a I’erreur O :
P(T/0) = P55 = 898 — 83.33%

- probabilité d’avoir I’erreur O sachant qu’on a pas I’erreur T :

= P(ONT P(ONT .
P(O/T) = ED(T) ) = 1(—P(T)) = % =1.02%

Exercice 3 : ( Baréme de notation : 1) 1.5pt 2)1.5pt 3)1.5pt 4)3pts 5)2pts 6) 1.5 pts= 11 pts)
On note X la variable aléatoire réelle dont la fonction densité de probabilité f est définie par :

f(x)={ kx(2—x)  si 0<x<2

0 sinon.
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1) Valeur unique de la constante k pour que f soit une fonction densité de probabilité de X :
aAVxeR f(x) >0=kx(2—x) >0 si x€[0,2] =k >0.

b)ffzf(x)dlezkfo x(2—x)dx = [ 3/3]0— k(4—8/3)=4k/3=k=3/4
B do_x) si0<x<2
U _{ g sinon.

2) Fonction de répartition F de X :

six<O0 ,alors F(x)=P(X <x)=["_ f(x)dx

si0<x<2 alors F(x)=P(X <x) X flx ) f_ f)dx+ 5 f(x)dx=0+3 [§x(2—x)dx
=0+ 31 - Sl =20-3),

six <0 ,alors F(x)=P(X <x)= [*_ f(x)dx= [ f(x)dx+ [5 f(x)dx+ [5 f(x)dx

'—‘X

—04+14+0=1.
0 si x<0
F(x)={ 2(1-%) si0<x<2
1 si x> 2.

3) Calcul des probabilités :

P[1<X<2)UX <D =P[(1<X<2)]+PX<1)—P(1<X<2)N(X<1))
=P[(1<X<2)]+P(X <1)=F(2)—F(1)+F(1) = F(2) = 100%.

P(IX+1>1)=1-P(X+1|<1)=1-P(-1<X+1<1)=1-P(-2<X<0)
=1—[F(0)—F(—2)] = 100%, avec F(0)=F(-2)=0

)
Pas1(1 <X <2) =P[(1 <X <2)/(x > 1)] = AU
2

1—F(0)

" = Y 00 e F@) =1t P =

4) Espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X :
E(X) = [T7xf(x)dx=3 [§222—x)dx =3 [§ (2% =) )dx =3[& — ) =3(£ —4)) = 1.
VIX)=EX?*)-EX)>*=E(X?*) -1

(
E(X?) = [*Zxf(x)dx=3 [5x°
(

(2— )dx— f (2x® —x*)dx
VX)=EX?*)-EX)?=%-1=1.
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5) Médiane et Mode de X :
On cherche x| la médiane de X telle que :
2
PX<x)=05= F(x)=2(1-%)=05= x =L

On cherche x, le Mode de X, la valeur qui annule la dérivée de la fonction densité f :
fl)=0=(2-x) =12 =0=xn=1
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6) Fonction de répartition notée G, associée

GY)=PY<y)=P2—-X<y)=PX>2—-y)=1-PX<2—y)=1—-F(2—y).

(10

GO) = 1-2E () =
[ 1-1
(0

G(y) = { 1_(2—y)i(1—y):
L1

a la variable aléatoire réelle Y =2 — X :

Si2—y<0=y>2
si0<2—y<2=0<y<?2
si2—y>2=y<0.

si y<O0

si0<y<2
siy > 2.
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