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€1 De GesTion

Le calcul des probabilités a pour but de modéliser des phenomenes
aléatoires ou non déterministes, cest-a-dire qui dépendent du

hasard.

> La notion de probabilité est le résultat d'un raisonnement dans lequel
on évalue le nombre de chances d'obtenir la réalisation d'un événement.

> Lorsqu'un événement dépend du hasard, on peut avoir le sentiment
qu'il est plus ou moins probable.

> La probabilité est un rapport de possibilites.

Comment donc définir la probabilité d'un événement ?
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Exemple et définitions :

Une expérience est répétée n fois.
A chaque essai, on note le résultat de |'expérience.
Soit ng, le nombre d'apparitions de I'événement S « succes ».

Définition 1 :
0< P(S) = Nombre de cas favorables <1

Nombre de cas possibles

Dans certaines expériences, le décompte des cas favorables et des cas
possibles a la réalisation de I'événement S, n'est pas toujours facile a effectuer
sauf dans le cas d'un ensemble fini (dénombrement),

Une autre définition s'impose, celle basée sur des résultats expérimentaux.
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Exemple et définitions :

Une expérience est répétée n fois.
A chaque essai, on note le résultat de |'expérience.
Soit ng, le nombre d'apparitions de I'événement S « succes ».

Définition 2 :
Lorsque n est grand, on observe EMPIRIQUEMENT que la fréquence relative
de succes :

f=n/n —  lim (n,/n) = P(S)

n— +a

se rapproche d‘une valeur limite et se STABILISE.

La fréquence relative f donne une approximation de P(S) dautant meilleure
quenestgrand : 0<P(S) =< 1.

Cest sur cette stabilite que repose toute la théorie du calcul des
probabilites.
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1.1 Définitions

- Une Expérience aléatoire est une expérience faite dans des conditions
déterminées dont le résultat n’est pas connu a I'avance.

- On appelle Ensemble fondamental, noté en général Q, I'ensemble de tous les
résultats possibles d'une expérience aléatoire.

Exemples :

Déterminer I'ensemble fondamental Q2 de chacune des expériences suivantes.
On jette :
1- une piéce de monnaie: Q,={P,F} ; card(Q,) = |Q,| =2 <+« (fini)

Z'Undé: Q2={11213/4/5/6} , Card(Qz)= |Q2|=6 < +oc

3- une piece de monnaie et un dé :

Q;=0Q; x Q, =4{P,F}x{1, 2,3,4,5, 6} ; card(Q ;) = card(Q ) x card(Q2,)
={(R1), (R2), (R3), (R4), ..., (F5), (F6)} =ClC! =12 <+«

Produit cartésien de 2 ensembles produit des cardinaux.
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Exemples :

Déterminer I'ensemble fondamental Q de chacune des expériences suivantes.

On jette :
4- Plusieurs fois un dé jusqu‘a l'obtention d’'un « 6 »

Q,=41,2,3,..3=IN* ; card(Q,) Infini

Remarque :

A une méme expérience aléatoire, on peut associer différents types
d’éventualités, donc différents ensembles fondamentaux Q. En effet,
Soit I'expérience aléatoire qui consiste a lancer une piece de monnaie 2

fois de suite :
- On peut décrire la suite des résultats de chaque lancé. Dans ce cas :

Q={(¢,PCFHFPFFHY}; cardo)s=A=2=4

- Mais on peut également considérer le nombre de « pile » obtenu. Dans ce

Cas .
Q ={0127} card(Q) = 3
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1.2 Algebre d'ensembles

» Ensemble : Collection d’objets ou d’événements appelés éléments.
FINT Q={a b, c} ; card(Q) =3 < 4+«
Q dénombrable Q =41, ..., +oc } = IN*
el

INFINI
non dénombrable < = 10; 5] c IR

* Appartenance : soitQ ={a, b, c}

-Q a e Q ! [élément a appartient a 'ensemble 2
ab

C

Diagramme de Venn

d ez Q : |élément d nappartient pas a l'ensemble Q2

 Egalité de 2 ensembles :
Deux ensembles A et B sont dits égaux sils sont constitués des mémes
éléments : A =R
- Tout élément de A est élément de B et réciproquement
-VXe A ©XeB
- A et B sont confondus
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e Ensemble vide :
Un ensemble vide, noté &, est un ensemble ne comprenant aucun élément.
Il estunique ; card(d) =0

* Sous-ensemble : soit Q un ensemble non vide (Q = &)
A est sous-ensemble de Q si tout élément de A est éléement de

Q

AcQ - 'ensemble A est inclus dans Q
y -VXe A =>Xxe ; yeQ ,yegA
- tous les éléments de A sont dans Q

Diagramme de Venn

Propriétés de l'inclusion : quels que soient les ensembles A, B et C (tous = &)

» AcA deplus, TcA
> S AcB et BcA alors A=B
> S AcB et BcC alors AcC
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e Complémentaire d'un ensemble : soit Q I'ensemble fondamental et A un sous-
ensemble de nonvidede Q : A c Q. B A
Le complémentaire de A dans Q, noté A =C |' Q

Q
@

A={x,xeQ /xeA} ; xXeA < xe¢A

Propriétés :  quels que soient les ensembles A, B et Q (tous = &)
> Q=@ ; @=0 ; A=A

> siA=B alors A=B

> siAcB alors Igc,_A\

Soit X€§:>X§EB _ _
etcommeAcB=x¢gA=>xcA = BcA
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1.3 Ensemble des parties d'un ensemble

Etant donné un ensemble Q, on peut définir un nouvel ensemble, noté P(Q) :
I'ensemble des parties de ), constitué de tous les sous-ensembles possibles y
compris Q et &.

Exemple: Q=4{a, b, c} card(Q) =3

P(Q) ={ g, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {bc}, {a,bc}=Q }

Toutes les combinaisons possibles des n = 3 éléments de 2

card(P(Q2)) = 8

Remarque :
Notations: acQ ; {a}cQ ; {a} e P(Q) )

Propriété : si card(Q?) = n alors card(P(Q2)) =2" = kZEOan

10
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1.4 Opérations sur les ensembles

Définir de nouveaux ensembles a partir de sous-ensemble donnés dans Q.

Intersection :

On appelle intersection de 2 ensemble A et B I'ensemble, noté A N B, des
éléments appartenant a la fois a A et a B.

Q
ANnB={x,xeQ /xecA et xeB}
Evidentt AnB c A et AnB c B
ANnB
Remarque : )
disjoints

Si AnB = & alors les ensembles A et B sont dit 7 Incompatibles
s'excluent mutuellement

11



srros UFR De ScIences
ST économiaues ENSEMBLE FONDAMENTAL ET EVENEMENTS ALEATOIRES
er De GesTIon

Réunion :

On appelle réunion de 2 ensemble A et B I'ensemble, noté A U B, des
éléments appartenant a I'un au moins des 2 ensembles.

Q
AuB={x,xeQ /[xeA ou xeB}

ou " non exclusif ” : x peut appartenira AnB; x AnB -

AuUB

Remarque :
Si AcB alors AnB=A et AuB=B

Evident, vX, xe AnB =>xecA et xeB,
Deplus AcB = xeA

VX, Xe AuB =>xeA ou xeB,
Deplus AcB = xeB

12
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1.5 Partition d'un ensemble « fondamental QQ » :

On dit que n sous-ensembles A;, A,, ..., A, de Q forment une partition de Q
si et seulement si :

Az O Vi, i=1,..n
A NA =0 Vizj=1,..,n
n
 UA =Q
i=1 (A; =1 , forment un systeme complet dévenements de (2

Exemples :

Soit I'expérience aléatoire qui consiste a lancer un dé "équilibré”. L'ensemble
fondamental Q ={1, 2, 3,4,5, 6 }.
1. Les sous-ensembles A1 = {Nbres pairs} et A2 = {Nbres impairs} forment-ils une
partition de Q ?
Al={2,46} @ : A2={1,3,5}= O
AlNA2 =0
{ AlUA2 =Q = Les evénements Al et A2 forment une partition de Q.

2. Les sous-ensembles Al = {Nbres pairs} et A3 = {Nbres premiers} forment-ils une
partition de Q ?

{A1={2,4,6} A3={1,23,5} &

= O
AlNA3={2}+ O = Lesévénements Al et A3 ne forment pas une partition de, .
Al UA3=Q
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AUTRES OPERATIONS — PROPRIETES DES ENSEMBLES

AUA=A loi idempotence ANnA=A
Aud=A loi d’identité AN =0
AuQ=0Q ANnQ=A
AUA=Q Complémentarité ANA=J
Q:é et @zé
AuB=BUA loi commutative ANnB=BnA

AuBulC)=AuB)uC
AuBnNnC)=(AuB)n(AuC)

AuB= AmB

VX, XeAuB < x¢AUB
< XeA et x¢B

o xeAnB

Généralisation : o A =

N A
i=1

loi associative

distributivité

loi de Morgan

et

ANn(BNnC)=(AnB)NnC
AnBulC)=(AnB)UANC)

AnNnB= AuB

VX, XeAnB < x¢AnB
< Xe¢Aou xgB

o xeAUB

NA=UA 14
i=1 i=1
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Exemple d'application 1 :

Soit A, B et C trois sous-ensembles (non vides) de Q. Montrer que :
[ALRBUC]JU[A~NBAQC)] = A

=An[(BUC) UBNC)]

=ANn[(BuC) u(BulC)] loide Morgan
=An Q
=A

15
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Exemple d'application 2 :

Une urne contient 3 boules numérotées de 0, 1 et 2. On tire avec remise 2
boules. On note x le résultat du 1¢r tirage et y celui du second.

- Quel est I'ensemble fondamental Q ?
Q = {(x,y) € {0,1,23 x{0,1,2} ={0,1,2)2 /] 0<x<2 et 0<y<2}
={(0,00,(0,1D,(0,2),(1,00,(@1,D,1,2,20,2,1,2,2)} ; card(Q) = A;Z =32=9
- Déterminer les éventualités des trois sous-ensembles suivants :
A={(x,y)eQ [/ x+y=23}= {(1,2),(21),(22)}
B={(x,y)eQ [/ xy<1}= {(00),(0,1),(0,2),(1,0),(20)}
C={(x,y)eQ /y=2x}y= {(00),(1,2)}

- Caractériser le sous-ensemble de Q :

A~BAC = (ARB) nC =(AUB)~AC=AUBUC ={(1,1)}
- Déterminer le sous-ensemble D pour que A, B et D forment une partition de Q.
D={(1,1)} ? A2 ; BxO ; D=
AnB=9 ; AnD=CJ ; BnNnD=Y
AuBuD =Q

16
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1.6 Différence de 2 ensembles

On appelle difference de deux ensembles A et B pris dans cette ordre I'ensemble,
noté A - B, des éléments de A qui n‘appartiennent pas a B.

_ Q
A-B={X, XeQ [/ xeA et X%B}=AmB

B-A={ x, xeQ / xecB et x¢gA}=BnA -

Remarques 1 : il est évident de vérifier que :

ANnB

> A-B =AnB VX, XeA-BoxecA etxgBexeA etxcBoxecAnB
> A_B =CAAﬁB

Evident, cf. graphique

VX, Xe CaA"B o xeAetx¢gAnB oxeA et xeAnB
< XeA et xeAuUB <:>XeAm(,_AU_B) (loi de Morgan)

<:>Xe(AmA_)u(Am[3) @Xe@U(Amé)=Am_B=A-B
> A et Bsontdisjoints alors A-B=B-A
A et B sont disjoints = AnB=@ alors A-B=A # B-A=B L
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On appelle difféerence symétrique de deux ensembles A et B I'ensemble, noté A A B,
constitué des éléments de A qui n‘appartiennent pas a B et des éléments de B qui
n‘appartiennent pas a A.

AAB = (A—B)u (B—A) Q

Remarques 2 :  Vérifier que : -

A-B =AUB ANB

A-B=A~B =ANB=AUB loi de Morgan

AuB= (AAB)U(AnB)
=(A-B)u(B—-A)u (AnB)

= (AAnB)U(ANB) U(BANA)

~ 7

Réunion de 3 sous-ensembles 2 a 2 disjoints
18
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1.7 Algebre des événements (vocabulaire)

Un événement aléatoire est un ensemble ou, plus exactement un sous-
ensemble de I'ensemble fondamental Q. Il peut contenir un ou plusieurs résultats
de |'épreuve.

L'ensemble de tous les événements aléatoires possibles est donc égal a
I'ensemble P(Q2) des parties de Q.

Exemple d'application :

Une urne contient 3 boules numérotées de 0, 1 et 2. On tire avec remise 2
boules. On note x le résultat du 1¢r tirage et y celui du second.

Q=1(00,(0,1),(0,2),(1,0),1),1,2),20),(21),(22)} ; cardQ) =9

Evénements particuliers :

> Evénement élémentaire : singleton de Q ; sous-ensemble qui contient un seul
résultat d’épreuve.
Décrire I'événement A : « la somme des points est égale a zéro »

A={(x,y)eQ /[ x+y=0}={(00)} c QO

1 seul couple ; 1 seule éventualité 0
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Exemple d’application :

Q={(0,0),(0,1),(0,2),(10),(1,1),(1,2),(20),(21),(22) }

> Evénement impossible : événement qui n'est jamais realise.
C'est I'ensemble vide : &

Décrire I'événement B : « la somme des points est strictement supérieure a 4 »
B={(Xx,y)eQ [/ x+y>4} =

> Evénement certain : événement qui est toujours réaliseé.
C'est I'ensemble fondamental : O

Décrire I'événement C : « la somme des points est inférieure ou égale a 4 »
C={(x,y)eQ [/ x+y<4}=Q Tous les cas possibles

> Evénement contraire : I'événement contraire d'un événement est le
complémentaire de cet événement dans Q.

L'événement D est réalisé < D n'estpasréalise ; DuD=Q ; DnD=¢
Décrire I'événement contraire de D : « la somme est inférieure ou égale a 2 »

D={(x,y)eQ /[ x+y<2}; D={(x,y)eQ / x+y>2}3={(1,2),021),22}
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Exemple d’application :

Une urne contient 3 boules numérotées de 0, 1 et 2. On tire avec remise 2
boules. On note x le résultat du 1¢r tirage et y celui du second.

Q=1{(0,0),(01),(0,2),1,0),d11),1,2),(20),(21),(22)}

> Incompatibilité d'événements : 2 événements sont dits incompatibles (disjoints
ou mutuellement exclusifs) s'ils ne peuvent étre réalisés en méme temps.

Les événements E : « obtenir une somme inférieure ou égale a 2 »
F : « obtenir un produit égal a 2 »
sont-ils incompatibles ?

E et F sont incompatibles < EnNnF=J
E={(x,y)eQ [/ x+y<2}={(00),(01),(02),(10),(1,1) }

F={(X,Y)€Q / X.y=2}={(112), (211)}

21
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2. Espace probabilisable
Tribu d'événements :
Une famille @ de sous-ensembles de Q est une tribu de Q si :
1)Qe@,
2)VAe @ ,Ac @
3) VAe@ et VBe @, AuBe @

4V (A) .y €vénementsde @, UA €@
ie IN
On dit alors que @ est stable par passage du complémentaire, stable pour I'union
et pour I'union dénombrable.

Remarque :
P(Q) I'ensemble des parties de Q ( fini ou infini dénombrable ) est une tribu @
de parties de QO : P(QQ) =@

Définition :
Le couple ( ©Q, @ ) est appelé espace probabilisable.

Q : ensemble fondamental des résultats possibles
@ : tribu d’événements de Q, exemple P(Q). 22
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Fini,

3 Espace probabilisé : Cas général Infini dénombrable,
Infini

Définition :
On appelle probabilité sur un espace probabilisable ( Q, @ ), toute application P,
de @ dans [0, 1] vérifiant les 3 axiomes suivants :

P: @ — > [0,1]cIR

1) P(Q2) =1 A P(A)
Fini 2) P(A U B) =P(A) + P(B) A et B sont 2 événements disjoints de @
Infini 3)P(UA) =Y PA) ( Ai )ielIN, une famille dénombrable
aenombrable icIN icIN

d'événements 2 a 2 disjoints de @.

(Q, @, P) est alors appelé espace probabilis¢, et pour tout événement A € @, le
reel P(A) (0 <P(A) <1) estappelé probabilité de I'événement A.

23
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3.1 Espace probabilisé fini

Soit Q = { w; , W, ,.., w, } un ensemble fondamental fini et P(Q2) I'ensemble
des parties de Q.

» (Q, @=7P(Q)) : espace probabilisable fini.

> Le triplet (Q, P(QQ), P) : espace probabilisé fini.

> les éléments de P(Q) sont des événements.

> les singletons { w; } de Q sont des evénements eléementaires.
> les singletons { w; } € P(Q).

> Pour tout événement A € P(QQ): 0<P(A)<1

> P(@) = 0.

Q=Quy ; Q et sontdisjoints
P(Q) =P(QuU @) =P(Q) + P(J) (axiome 2)1' =>P(@)=1-P(Q) =0
P(QQ) = 1 (axiome 1)

24
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Exemple :
Jet d'une piece de monnaie : Q ={p,f} ; P(Q)={3, {p}, {f}, {p,f}}

Si la piece n'est pas truquée : P({p}) = PKf}) = 1/2

( Probabilite P )
Si la piece est truquée : P{pY) =a et P{f})=1-a
( Probabilite P’) (avec a#1/2 et a€]0, 1[).

Choix de la probabilité :

C'est un probleme expérimental basé sur :
v' le bon sens et l'intuition,
v la connaissance a priori du phénomeéne aléatoire,
v' la comparaison entre un échantillon et une loi de probabilité.

25
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Propriétés des probabilités

Soit ( @, P(Q), P ) un espace probabilisé fini et soient A et B deux
événements. On a :

1) SIAcB = P(A) < P(B) 50A [ ] A8
2) P(A) = 1-P(A)

3) P(A-B) = P(A) - P(A N B)

4) P(A A B) = P(A) + P(B) - 2 P(A N B)

5)| P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) ArB

> n = 3 événements quelconques A, Bet C:
P(A UB U C) = P(A) + P(B) + P(C) - P(A~B)-P(AnC)-P(BC) +P(A~B~nC)

> Généralisation : ( Poincaré — formule du crible )

n n n n n
P(UA) = ZP(A)-ZPANA)+ 3 PANANA)+ ..+ (1) P A)
i= i= i<j i=1 ¢

i<j<k
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Propriétés des probabilités

Soit ( Q, P(Q), P ) un espace probabilisé fini et soient A et B deux
événements non vides. On a :

Q

1) SiAcB = P(A) <P(B)
SiAcB alors B=Au (Bn A) ; Aet (Bm _A) sont disjoints .

Alors,  P(B) =P[A U (B~ A)] = P(A) + P(B~A) > P(A)

‘ , (BAA)ANA =&
>0

2) P(A) = 1 - P(A)

Comme, Q = AUA ; A et A sontdisjoints

Alors, P(Q) =1 =P[AUA)] = P(A) + P(A) = P(A) = 1 — P(A)

27
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3) P(A-B) =P(AnB)= P(A)-P(AnB) i

. FAd ;. : _ _ BN A 0 AnB
Décomposer I'événement A en 2 évenements incompatibles : . /

A=(AnB)uU(A-B) ; AnB et A-—B sontdisjoints
Alors, P(A)=P[(AnB)U(A-B)]=P(AnB)+ P(A-B)
= P(A-B) = P(A)-P(AnB)

4) P(A A B) = P(A) + P(B) - 2 P(A ~ B)

Décomposer I'événement (A A B) en 2 événements incompatibles : AnB
AAB=(B-A)u(A-B) ; B-A et A-B sontdisjoints
Alors, P(AAB)=P[(B-A)uU (A-B)]=P(B-A)+P(A-B)
= P(B-A) + P(A-B)=P(B)-P(AnB) + P(A) - P(A N B)
= P(A) + P(B) — 2 P(A N B)

5) IP(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

L'événement A U B se décompose en 3 événements mutuellement incompatibles :
AuB=(B-Au(AnB)u (A-B) 2a?2disjoints
Alors, P(AUB)=P[(B-A)U(AnB)U(A-B)]=P(B-A)+PAnB)+ P(A - B)
= P(A) + P(B) — P(A ~ B) 28
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3.1.1 Probabilité sur un espace probabilisé fini

Q={w,w,, .., w} et (Q P(), P)un espace probabilisé fini ;
card(Q) =n ; card(P(Q)) = 2"

Cas général

La probabilite P d'un événement elémentaire { w; } est définie sur ( Q , P(Q) )
par : _
@ | p e[0,1] 0<p <1
PEwW Y =p (=) telque 1 , S
@ Elpi =1="PQ) Principe des

) probabilités totales

Dans ce cas, la probabilité P d'un événement A est définie par :
VA € P(QY) P(A) =2 p

WieA
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Exemple d‘application :

On lance 3 pieces de monnaies et on observe le nombre de "face" obtenu.
a) Quel est I'ensemble fondamental @ ? 0 ={0,1,2,33} ; card(Q) =4
b) On munit Q de la tribu P(Q2). card(P(Q2)) = 2% = 16

Montrer que si on pose : P(0) = P(3) = 1/8 et P(1) = P(2) = 3/8, on définit ainsi

une probabilité.
T

0 po=P(0) =1/8
: _ vVi=0,1,2et3
1 p, =P(1) =3/8 . 0<p <1
2 p,=P(2) =3/8
3 p;=P(3) =1/8

> p; =1 =P(Q) : principe des probabilités totales

c) Soient les événements : A =" on obtient au moins une face"
B = " on obtient 3 faces ou 3 piles”
Calculer P(A) et P(B).

P(A) = P(1) + P(2) + P(3) = 3/8 + 3/8 + 1/8 = 7/8 = 1 - P(0)
P(B) = P(3) + P(0) = 1/8 + 1/8 = 1/4 o
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Cas particulier : "Equiprobabilitée”

Q = {w;, W,, ..., W} fini a n résultats equiprobables ;
(Q, P(QQ), P) un espace probabilisé fini ; card(Q) = n ; card(P(Q)) = 2"

Si les événements elémentaires {w.} sont considérés par |'expérience comme

equiprobables, alors la probabilite P d'un événement €lémentaire { w; } est définie
sur ( Q, P(QQ) ) par :

1 1
Pw})= = pour tout i=1,n
n card(Q)
@ 0< p, = 1/n <1 @) _n;lpiz __11/n=n/n=1

Dans ce cas, la probabilité P d'un événement A € P(Q) est définie par :

card(A) Ny Nbre de cas favorables
VA € P(Q) P(A) = —

card(Q) n Nbre de cas possibles
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Exemple d'application :

On choisit au hasard 2 articles d’un lot de 12 articles, dont 4 sont défectueux.
Calculer les probabilités des événements suivants :

A = { les 2 sont défectueux } ; B = { Aucun des 2 n’est défectueux }

C = { 1 seul est défectueux } ; D = { au moins 1 article est défectueux }
E = { au plus 1 article est défectueux }

card(Q2) = 12 fini ;
Chaque article a la méme probabilité d’étre choisi : équiprobabilité

Nombre de cas favorables a la réalisation de I'événement A: CSR C,2=6
Nombre de cas possibles de 2 articles parmi 12 : CSR  C,,%2 = 66
P(A) =C2 / C;,2 =6/66 =9.09%

P(B) = Cg2 / Cp,2 =28 /66 = 42.42%
P(C) = C,!Cit / C,2 = 32 /66 = 48.48%

P(D) = P(C U A) = P(C) + P(A) = 57.57%
P(E) = P(C U B) = P(C) + P(B) = 90.91%
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3.2 Ensemble fondamental Q est infini dénombrable

Soit Q= {w;, Wy, ., W, .} =U{ W} : @ =PQ)
i=1

La probabilité P est définie sur (2, P(Q2) ) par la suite ( p; )..;y des probabilités
élémentaires p, = P({ w; }) telle que :

@
@

—

—

pp €[0,1] 0 =p = 1

+oc
Tp=1=PQ) La somme a l'infini converge vers 1
i=1

Dans ce cas, la probabilité P d'un événement A est définie par :
VA cP(Q) P(A)=% p
WieA

33



Chapitre 2 : Calcul des probabilites

Exemple d'application :

Dans une urne il y a 4 boules rouges et 6 boules vertes non discernables par
ailleurs. On tire une boule au hasard. Si elle est rouge I'expérience s'arréte. Si elle
est verte, on la remet dans 'urne et on recommence un tirage. Définir I'espace

probabilisé.

Espace probabilisé (Q, @, P):
> Q = {1, 2, . +oC } = IN* = IN-{O}
" Nombre de tirages jusqua ['obtention dune boule Rouge”™

>  card(Q) = infini dénombrable ; @ = P(Q) = P(IN*)

> Chaque boule a la méme probabilité d'étre choisie : équiprobabilité
PR) =2/5=p 2 événements ou résultats possibles R ou V

P(V) =3/5=1-p=q avec p+qgq=1

Exemple de loi de probabilité : loi géométrique
soit X : “Nombre de tirages jusqu’a I'obtention d’'une boule Rouge”
PX=K)=pgkt ; k>1
" probabilité davoir la boule rouge au kéme tirage” ”
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3.3 Ensemble fondamental Q est infini

Par exemple, Q est un intervalle de IR :
Soit =]Ja,b]={welR/a<w<b} ; @ =B, (tribuborélienne)

Dans ce cas, on peut par exemple, définir sur B, , la probabilité d’'un événement
A=]1x,y]e B, par:
y - X

PA)=P(]x,y]) = (y>x et b>a)

b-a
Cette définition vérifie bien les axiomes d’une probabilité.
Exemple de loi de probabilité dite Uniforme sur l'intervalle ]a , b]

Exemple d'application :

Une personne arrive a un arrét de bus, qui est desservi régulierement toutes les
15 minutes, et chronometre le temps d‘attente jusqu’a l'arrivée du bus.
Calculer la probabilité que cette personne attende moins de 5 minutes.

Espace probabilisé : ( Q=[0,15]cIR infini, @ =B8,, P )
A : événement attendre moins de 5 mn ;X .temps dattente

P(A) =P([0,Xx[)=x/15=5/15=1/3 .
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4 Probabilités conditionnelles

4.1 Introduction
Expérience : Jet d’'un dé équilibré. Soient les événements suivants :

A : « on obtient un nombre inférieur ou égal a 5 »
B : « on obtient un nombre supérieur strictement a 4 »

Supposons que I'on sache que I'événement A est réalisé, le résultat w du lancer
du dé est un élément de A :

we A ={1,2,3,4,5} ; PA)=5/6=C/C equiprobabilité

Pour que I'événement B soit réalisé, il faut que le résultat w du lancer du dé soit
un élément de B :

we B ={5,6} ; P(B)=2/6=C/C! équiprobabilite

Mais pour que I'événement B soit réalisé sachant que I'événement A est réalisé, il
faut que le résultat w du lancer du dé soit un élément de :

Or, AnB-=({5} donc P(AnB) = 1/6 de plus P(A) = 5/6

Onadoncbien: P(B/A) = 1/5 =P(AnB)/P(A)=(1/6)/(5/6) =1/5
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4.2 Définition
Soit ( Q, @, P ) un espace probabilis€. On appelle probabilité conditionnelle
d’un événement B sachant que I'événement A est réalisé, le nombre :

P(A N B)
P.(B)=P(B/A) = si P(A) = 0
P(A)
Remarque : P, est-elle une probabilité sur I'espace probabilisable ( Q, @ ) ?

Vérifions les axiomes de la définition d’une probabilité :

P(L/JA) : @ ——> [0, 1]

B PA(B) = P(B/A)
AxiomeO0: AnB c QO = 0<PAnB)<P(A) = 0< P(AnB)/P(A) =P(B/A) <1
Axiome 1 : P(Q/A) =P(QA)/PA) =PA)/PA) =1

Axiomes 2-3 : (B, ).y v famille d’événements fini ou infini denombrable 2 a 2 dijoints :
P( B /A)=P[(UB)NA)]/PA)

=PLu (@B, nA)]/PA) (BinA)et(B;nA) sont disjoints
icIN vuque B nB; = (disjoints)

=ZP(B, N A)/P(A) = LP(B /A 7
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Propriétés :

> Pg(B) = P(B/B) = 1
Evident, P4(B) = P(B/B)=P(B ~B)/P(B) = P(B)/P(B) = 1

»P,(B) =P(B/A)=1-P(B/A)=1-P,B)

PA(B) = P(B / A) = P(B n A) / P(A)
= P(A - B) / P(A)
= [P(A)—P(A~B)]/P(A) =P(A)/P(A) — P(AnB)/PA)
=1-— P(AnB)/P(A) =1-P(B/A) =1-P,(B)

> P(B, UB,/A)=P(B,/A)+P@B,/A)-P®B, "B, /A

P(B,uB,/A)=P[(B,uB,)nA)]/P(A)=P[(B,nA)u (B, nA)]/P(A)
=[P(BinA)+PB,nA)-P[(B;,nA)n(B,nA)] 1/P(A)
=[P(B;nA) + P(B,nA) = P(B,nB, nA) 1/ P(A)
= P(B; nA)/P(A) +P(B, nA)/P(A)-P(B; nB, nA)/P(A)
=P(B;/A)+P(B,/A)-PB, "B,/ A)
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Principe des probabilités composeées :

PBNA) = P(B/A)P(A) = P(A/B)P(B)

Si P(A)=0 et P(B)=0 alors

Evidente, cf. définition

Remarque :
Dans le cas de 3 événements A, B et C de probabilités non nulles, on peut écrire :

PA~BAC) = P(A)P(B/A)P[C/ (AN B)]

P(A)P(B/A)P[C/(AnB)] =P(A) P(AnB) PIC/ (AN B)] / P(A)
=P(AnB)P[C/ (AN B)]
=P(ANnB)PANBNC)/P(AnB)
= P(AnBn Q)
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Exemple d‘application :

Dans un jeu de 32 cartes, mon adversaire tire une carte au hasard.
Quelle est la probabilité qu’il ait tiré une dame de Pique sachant qu’un coup d'ceil
indiscret m’a permis de distinguer une figure a Pique ou a Trefle ?

3 Figures : Vallet, Dame, Roi ; P :pique et T: trefle

D )

P

— - —
P[D, n (Fp w Fy)] PL (D, " Fp) U (D, N Fy) ]
P[D, / (Fp U Fy)] = =

P(Fp U F;) P(Fp) + P(F7) — P(Fp n Fy)
%)
P(D,) 1/32 1
= = = — =16.67%
P(F,) + P(F;) (3/32) + (3/32) 6

P(D,) =1/32=3.12% < PID, / (Fp U F1)] = 16.67%
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4.3 Théoreme de Bayes
Propriété :

Soient ( A, );.;, un systeme complet d’événements de probabilités non nulles. Pour
tout événement B, on a :

> P(B) = Z;, P(B/ A) P(A) (Formule des probabilités totales)
le
P(B) =P(QnB)=P[(UA)"B] (A; n B) et (A; » B) sont tous
el 2 a 2 disjoints vu que :
=P[U(ANB)] A N A; = D (disjoints)
el (A)ic; forment une partition de Q.

=Y P(A,nB) =X P(B/A).PA)

iel iel

d’'ou la formule de BAYES (probabilité des causes)

PB /A ) P(A) PN B)

> P(A / B) =

P(B)

SP(B/A)P(A)

Cest la probabilité gue la cause A | soit responsable de la survenue de
[événement B, sachant que I'événement B s‘est réalise. 41
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Exemple d‘application :

On suppose que 3 types de microprocesseurs utilisés dans la fabrication de
micro-ordinateurs se partagent le marché a raison :

__Type | Part | Défaut defabrication 5

X P(X) = 25% P(D/X) = 5% y
Y P(Y) = 35% P(D/Y) = 4% . 7
Z P(Z) = 40% P(D/Z) = 2%

On préleve au hasard un microprocesseur dans un lot dans les proportions
indiquées pour les types X, Y et Z.
a) Quelle est la probabilite qu'il soit défectueux ?
P(D) = P(D/X) P(X) + P(D/Y) P(Y) + P(D/2) P(2)
= 0.05x0.25 +0.04 x0.35 +0.02x0.40 = 3.45%

b) Sachant que le microprocesseur présente un défaut de fabrication, quelle est la
probabilité qu’il soit de type X ?

De méme,

P(X/D) = = = = 36.23% P(Z/D) = 23.19%
P(D) P(D) 0.0345
Bien que le type X ne représente que le quart du marché P(X) = 25%, 42

il représente 36,23% des microprocesseurs présentant un defaut de fabrication sur le marche.
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5 Indépendance en probabilité
5.1 Indépendance de deux événements
Définition :

Deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P, si la
probabilité de réalisation de I'un n‘est pas influencée par la réalisation de I'autre
c'est-a-dire :

P(A/B)=P(A) et P(B/A)=P(B)

ce qui est équivalent a : P(A n B) = P(A) P(B)

Remarque : Lindépendance n'est pas une qualité intrinseque des événements.
Elle dépend de la probabilité considérée.

Propriétés : )
A et B sont indépendants

> Si A et B sont indépendants = - A et B sont indépendants

Evidentes, cf. exercice TD | A et Bsont indépendants
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&£ e pe cesrIon Q
Propriété : (Formule des probabilités totales) \ A
AC B
> P(B) = P(B/ A) P(A) + P(B / A) P(A) A

AetA non vides, forment une partitionde Q : An A= ; AU A=Q
P(B) = P(Q~B)=P[(AUA)NB]
=P[(A~B)U(ANB)] (A ~ B) et (A ~ B) sont disjoints

= P(A ~ B) + P(A ~ B) = P(B/ A) P(A) + P(B / A) P(A)

Remarques :

> Ne pas confondre événements incompatibles et événements indépendants
en probabilité.

Incompatibles : les deux événements ne peuvent se réaliser simultanément
AnB=g dou P(ANnB)=P(Q)=0

Indépendance : la probabilité de réalisation d'un événement n'est pas modifiée
par la réalisation de l'autre : P(A/ B) = P(A) et P(B / A) = P(B)

> Les événements A et B sont dits dépendants en probabilité si :
P(A ~ B)=P(A)P(B) ou P(A/B)=P(A) ou P(B/A)=P(B). »




s UFR De scences
i economiaues Chapitre 2 : Calcul des probabilitées
2
eT De GesTIon
Exemple d'application 1 :

Pour une promotion d’étudiants, on estime que la probabilité d’obtenir la moyenne :
v' en Mathématiques est égale a 0,40 P(M) = 40%
v en Economie est égale a 0,70 P(E) = 70%
v/ en Mathématiques ou en Economie est égale @ 0,82 P(M U E) = 82%

a) Les événements M et E sont-ils indépendants ? Incompatibles ?

> P(M UE) = P(M) + P(E) - P(M ~ E)
— P(M A E) = P(M) + P(E) - P(M UE) =0.4+ 0.7 -0.82 = 28%
P(M) P(E) = 0.4 x 0.7 = 28%
P(M n E) = P(M) P(E) : les événements M et E sont indépendants

> MNE=Y ; PMNE) =0 : les événements M et E ne sont pas incompatibles

b) On prévient un étudiant qu’il n'a obtenu la moyenne qu’a au moins une des 2
matieres ; calculer la probabilité que ce soit en Mathématiques.

M

A
[ \

M

PIMA(MuE)] P[((MAMu(MnNE)] P(M) 0.4
PIM/ (MU E)] = = = = —=48.78%
P(M U E) P(M U E) P(M U E) 0.82 45
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Exemple d'application 2 :

Deux urnes U, et U, contiennent chacune 10 boules. Lurne U, contient 7 Rouges et 3 Vertes et [urne U,
contient 5 Rouges et 5 Vertes. On choisit une urne au hasard (équiprobablement) et on tire successivement
deux boules, avec remise, dans l'urne choisie. On note les événements suivants :

R, - "obtenir une boule rouge au 1¢ tirage” et R, - "obtenir une boule rouge au 2°me tirage"
Les événements R, et R, sont-ils indépendants ?

05 T T 05
Arbre : v T U2
0,7 0,3 0,5 0,5
19 tirage - R, V, R, Vi
0,7 0,3 0,7 0,3 0,5 0,5 0,5 0,5
2¢me tirage ===y R, V, R, Vv, R, V, R, Vv,

» P(R,) =0,5x0,7 + 0,5x0,5 = 0,6
P(R,) = 0,5x0,7%x0,7 + 0,5x0,3x0,7 + 0,5x0,5%x0,5 + 0,5x0,5x0,5 = 0,6

» P(Ry nR,) =0,5x0,7x0,7 + 0,5x0,5x0,5 = 0,37
> P(R; " R,) # P(R;) P(R,) = les événements R, et R, ne sont pas indépendants

Remarque : ce résultat peut paraitre surprenant. Et non, il est di tout simplement a la composition
différente du nombre de boules Rouges et Vertes dans les 2 urnes et au fait qu'on ne sait pas, a priori,
aans quelle urne seront effectués les tirages. 46
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5.2 Indépendance d'une famille d’événements

Soient (A):_; , une famille d’événements de probabilités non nulles.

< On dit que (A),.; est une famille d'événements mutuellement indépendants
pour la probabilité P si :

P(nA)=11PA) pour tout famille finie J = 1

ie] i€l
< Ondit que (A),; est une famille d’événements 2 a 2 indéependants pour la
probabilité P si :

P(A; n A) = P(A) P(A) pour tout (i, j) € I? tel que i=]j

Par exemple, dans le cas de 3 événements A, B, et C, ils sont dits

2 a 2 indépendants Mutuellement indépendants

P(A n B) =P(A) P(B) P(A m B) =P(A) P(B)
P(A N C) =P(A) P(C) & P(A n C) =P(A) P(C)
P(B ™ C) = P(B) P(C) P(B m C) = P(B) P(C)

P(A N B C) = P(A) P(B) P(C)
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Exemple d'application :

On lance 2 jetons identiques a cotés numérotés 1 et 2. Soient les événements :
v' A : le premier chiffre obtenu est pair
v' B : le deuxieme chiffre obtenu est impair
v C: la somme des 2 chiffres est paire

Les 3 événements A, B et C sont-ils 2 a 2 indépendants ? Sont-ils mutuellement
indépendants ?

Q={1,2} ; card(Q) =2 ; nombre de couples possibles AAR : 22 = 4

A={@21), (22} ; PA)=1/2
B={(11),(21)} ; PB)=1/2
C=1(1,1),Q22)} ; PO =1/2

AnB={21)} ; P(AnB)=1/4 =P(A) P(B) Les 3 événements
AnC={(,2)} : P(AnC)=1/4=P(A) P(C) A, BetCsont2a?2
BAC={(1,1)} : P(BAC)=1/4=P(A) P(B) indépendants.
ARBAC=@ : PANBANC)=P@)=0 =P(A)P(B)P(C) = 1/8

Les événements A, B et C ne sont pas mutuellement indépendants.
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