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1 Loi de probabilité d’'une variable aléatoire réeelle
1.1 Introduction
Exemple :
L'expérience aléatoire consiste a lancer 2 pieces de monnaie. On définit

'application X, appelée variable aléatoire réelle et notée v.a.r, qui a tout
événement associe le nombre de fois ou apparait le cote pile.

Q={(pp); (pf);Ep); ()}
L'application X est définie par :
X:1(Q,@=P(Q))——> (X(Q)=0,={0,1,2}cIR
(pp) —— X((pp)) =2

X représente une expérience aléatoire dont les résultats sont des nombres réels
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1.2 Variable aléatoire réelle

Un espace probabilisé ( ), @, P ) étant donné,
Définition :
On appelle v.a.r. sur un espace probabilisable (@ , @) toute

application X de Q dans IR, telle que pour tout événement A de B,
I'événement X1(A) est un événement de @.

Notation : l'image réciproque X1(A)={w € Q / X(w) e @ }

Exemple : X v.a.r. associée au nombre de piles obtenu

Préciser les evénements X1 (0) = { (ff)} Svénements de O
X1(1)={(pf);Ep)? - appartenant &
X1(2)= {(pp)} | @=PQ)
(2, P(Q)) X—> (IR, BR)
IXIUA) e P(Q) «—X! — VAe By

Ou By, désigne la tribu de borél : c'est la plus petite tribu (au sens de l'inclusion) qui est contenue par

toutes les tribus de la droite réelle IR gui contiennent tous les intervalles du type ] -« , x ], avec x € IR.
Les événements de By, sont appelés des boréliens de IR. 3
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Exemple : X v.a.r. continue Q, = IR

Préciser les événements X1(Ja,b])= {a<X<b} | événementsde
X1 (Joc,x])= XX} - appartenant a la
X1 ({x}) = {X=x} tribu @
Propriétés :
X1(IR) =0
X1 (D) =0

X1 (AUB)=X1(A) U X! (B)
X1 (ANB)=X1(A) X! (B)

Remarque :

Notons que dans la définition d'une v.a.r, la probabilité P figurant dans le
triplet (Q, @, P) ne joue aucun rble; seule intervient la tribu @ de Q.
Cependant la variable "aléatoire" X définie sur ( Q , @ , P ) permet de
probabiliser I'espace d'arrivée ( IR, Bz ).
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1.3 Loi de probabilité d’'une v.a.r.

Soit (Q , @ , P) espace probabilisé.

(Q={A11A21"'1An}l@) X > (QX={01112}IB_[R)
A X(A) = X

A tout résultat d'épreuve A, , on associe x, = X(A)) : la valeur observéee de la v.a.r.
X pour le résultat A.

Si on répete n fois I'épreuve, on obtient une série statistique : (Xy, Xy,.0 Xi jeer Xp,)-

Exemple : Q = {(p,p) ; (p.f); (fp); (£.F)}

(Q;@=PQ)) X— Q,={0,1,2} P—> [0, 1]

0 P(X = 0) = P[X}(0)] = P({(,f)}) = 1/4
1 P(X = 1) = PIX(1)] = P ({(p,f) ; (f;p)}) = 2/4
2 P(X = 2) = P[XY(2)] = P({(p,p)}) = 1/4

{(66) } X({(56)})
{(pf); (fip) } XH(p.f) 5 (p)3)
{(p,P) } X({(p.P)})
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1.4 FONCTION DE REPARTITION D'UNE V.A.R.

Définition :

Soit lavarX:(Q,@,P)—> (IR, By),

On appelle fonction de répartition de la v.a.r. X, la fonction F définie par :

F: IR —— IR
X ——> F(xX)=P(Xe]-0o,x])=P(X<Xx)

La fonction de répartition définit “completement” la loi de probabilité de X.
Elle satisfait les propriétés suivantes :

Propriétés :
1)vxelR, O0<FXx)<1 Fonction bornée
2) F est une fonction croissante de 0 a 1
3) F(-0) = ImF(x) =0 et F(+x) = lim F(x) = 1

X —> -0 X —> 4o

=PX <o) = P(D)=0 =PIX< +oc) = P(Q2) = 1
4)v(@,b)eIR2, P(a<X<b)=Fb)-F@a).

{a<X< b} = {X<b} - {X< a} «différence symétrigue »

P({a<X< b})= P({X<b})-P({X< b} {X< a})
=PX<b)-PX< a)= F(b)-Fa)
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2. Différents types de v.a.r.

On distingue 3 types de variables aléatoires réelles, suivant la nature de Q,

fini : v.a.r. discrete finie

. .— Infini dénombrable : v.a.r. discrete infinie
Infini : v.a.r. continue

Q

2.1 Variable aléatoire réelle finie  (Q, est fini)

C'est une v.a.r. dont la fonction de répartition F est une fonction en escalier
avec un nombre fini de valeurs.

Ce qui est équivalent a considérer que X prend un nombre fini de valeurs
possibles : x; , X, ,.., X, .

La loi de probabilité est alors définie par I'ensemble des probabilités :

0<pi<1 (conditions toujours 3 vérifier

pour guune distribution

n
> pi=1 soit une distribution de probabilités
i=1

P(X=x)=p, avec

7
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Exemple d'application
L'expérience aléatoire consiste a lancer 2 pieces de monnaie équilibrées.

Quelle est la loi de probabilité de la v.a.r. X : « le nombre de cotés “pile
obtenu" ? Etablir sa distribution de probabilité, sa fonction de répartition F et

tracer les graphes associés.

144

X P
Q= { (flf)l (flp)l (plf)l (plp) } — Qx = { 0 ’ 1 / 2 } — [O ’ 1]

card(Qy) = 3 fini ; X : v.a.r. discrete finie.

x| P=PX=X) | F(=PX<X) =Ty ogp

0  po=P(X=0)=1/4 po=1/4 0<F0 < 1
1 p,=P(X=1)=1/2 P+ P, = 3/4 Fonction bornée
2 p,=P(X=2)= 1/4 Do + Py +P,= 1

vi=0,12 0<p<l et Ep=1
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Distribution de probabilité
Diagramme en batons
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2.2 Variable aleatoire reelle infinie dénombrable  (Qy est infini déenombrable)

C'est une v.a.r. dont la distribution de probabilité est un diagramme avec un
nombre infini déenombrable de batons. La fonction de répartition F est une
fonction en escalier avec un nombre infini dénombrable de paliers.

+oc
Ce qui est équivalent a dire que Q, = U ({xi})
i=1

La loi de probabilité est alors définie par I'ensemble des probabilités :

0<p <1 ;
P(X=x,)=p, avec ., JLm 2P

2 p=1

i=1

Exemple dapplication :
Une urne contient 10 boules de couleurs dont 4 boules rouges. On réalise des

tirages avec remise jusqu’a l'obtention de la 1ere boule R : rouge. Quelle est la loi
de probabilité de la v.a.r. X associée au “nombre de tirages nécessaires jusqu’a

I'obtention de la 1ere boule rouge”.
O, ={1,2,.., +c}=IN* ; card(Qy) =+ ; X:v.a.r discréte infinie.
Onpose: p=P(R)=2/5et g=1-p=PR)=3/5
La probabilite davoir la boule rouge au keme tirage : P(X = k) = p q*! (loi géométrigue)
(Convergence a linfini : série géomeétrigue de raison g = 3/5 et de premier terme p = 2/5)
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2.3 Variable aléatoire réelle continue (Q est infini)

C'est une v.a.r. dont la fonction de répartition F est continue sur IR et
dérivable par morceaux.

La loi de probabilité peut étre alors définie par la fonction densité de
probabilité f qui est définie par :
f(x) = F'(x) vV x e IR (fest la function dérivée de F)

On dit alors que X est une v.a.r. a densité de probabilité.

Pour tout événement A = [a ; b] intervalle de IR,

P(A) = P((a ; bI) = I f(x) dx

+oc
ou la fonction f est une fonction positive ou nulle et telle que | f(x) dx = 1

oC

» La fonction f est toujours au-dessus de |'axe des abscisses et |'aire sous la
courbe est égale a 1.

> La fonction f est appelée densité de probabilite de X. .
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Proprietés: V(a,b) eIR2 et a<b

> | f(x) >0 V X € IR | La courbe est toujours au-dessus de I'axe des abscisses

b
> [f(X)dx = F(b) - F(@) =P(a<X< b)=Pla<X< b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)

+oc
> ] fx)dx =1 Laire sous la courbe est égale a 1.
> P(X=x)=0 La probabilité en un point est pratiquement nulle.

Remarqgue . La fonction de répartition F de la v.a.r. X est la primitive de la fonction
densité f de X. N
F(X) =P(X<x)= [ f(x)dx

12
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Exemples d'application

Déterminer puis représenter la fonction densité de probabilité de la v.a.r. X :
"durée de vie d'un composant électronique" dont la fonction de répartition est

definie par : . fonction densité de probabilité f :
1-e3 six>0 3e¥  six>0
F(x) = P(X < x) =1 f(x) = F(x) =
0 sinon 0 Six<O0
Fonction de répartition Fonction densité de probabilité
1,2 3,5
1t °
.y /ﬁ 25 |
2
~ 0,6 I s \
= 04 l = \
0 Oi 0’,51 \¥
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

X : durée de vie du composant X : durée de vie du composant

13
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Remarque - Propriété de la fonction de répartition :

» Si X est une v.a.r. discrete finie ou infinie dénombrable :

P@<X<b) = XPX=x) = Xp;, =Fb)-F®a)

{Xi/a<xi<b} {Xi/a<Xxi<b}

Exemple dapplication :
L'expérience aléatoire consiste a lancer 2 pieces de monnaie équilibrées.
Soit X la v.a.r. associée au « nombre de cotés "pile” obtenu »

x| P=PX=x) | F)=PX<x)=Typ

0 1/4 1/4

1 1/2 3/4

2 1/4 1

P(1 <X <2)=P(X=2)=1/4 = F(2) - F(1)
P(1<X <2)=P(X=1)=1/2 F(2) - F(1)

+
P1<X <2)=PX=1)+P(X=2)=3/4 = F(2) - F(1)
P1<X <2)=P(@) =0 = F(2) — F(1) 14
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» Si X est une v.a.r. continue :
P@<X<b)=P@a<X<b)=P@<X<b)=P@<X<b)

= Ibf(x) dx = F(b) — F(a)

En effet, dans le cas dune v.a.r. continue, la probabilité en un point est pratiguement
nulle: P(X=x)~0

Exemples d’application

Soit la v.a.r. associée a la "durée de vie d'un composant électronique" dont la loi

de probabilité est caractérisée soit par sa fonction de répartition F, soit par sa
fonction densité f :

{—e¥ six>0 3e¥ six20
F(x) = P(X<Xx) = f(x) =
0 sinon 0 six<0

P1<X <2)=P(1<X <2)=P1<X <2)=P(1 <X < 2)
2 2
=] f(x)dx = |3e>xdx =[-e%*]2 =(-eb)-(-e3)=e3-e6=4.73%
1 1

= F2)-F1)= (1-e®)-(1-e3) =e3 -e°=4.73% "
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3. Moment d’une variable aléatoire réelle
3.1 Espérance mathématigue

L'espérance mathématique d'une v.a.r. est un nombre réel, noté E(X), quand
il existe, qui est défini par :

> p X  v.a.r discrete finie

+o0
EX)= — i; P; X: v.a.r. discrete infinie dénombrable

™~

~+o00
| x f(x)dx  v.a.r. continue

Proprietes :  Soient X une v.a.r,, a et b deux nombres réels non nuls.
> E(@X+b)=aEX)+Db

Si X est une v.a.r. discéte finie :
E(aX + b) = _;pi (ax, + b) = a lei X+ b glpi =aEX)+bx1=aEX)+b

L'opérateur " E" d'espérance mathématique est linéaire



e UFR De scrences o _ o
economiaves Caractéeristiques d'une variable aleatoire
er De GesTIon
Exemp/es ad 93,0,0//&3[70/7

Calculer I'espérance mathématique de la v.a.r. X

1) discrete et finie caractérisée par sa distribution de probabilité :
nm
=1/4 = 1/4
1 1=1/2 Pot+ Py = 3/4
2 p,=1/4 Po+ P +p,=1

izi PiXi = (1/4)x0 + (1/2)x1 + (1/4)x2 = 3/4.

2) Continue, caractérisée par sa fonction de répartition F :

- exX/2 Ssix<0 fonction densité de probabilité f :

Fx)=| (1+x?)/2 si0<x<1 e /2  six<0
| ) . { fix)= { x si0<x<1

x> 0 six>1

EOO = Txf0) dx = | (x €)/2 dx + | 2 dx + | x.0 dx = - 1/6
= - 0

1

“Intégration par parties de I (x €¥)/2 dx” 17

=00
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Exemples dapplication

Soit f : IR — IR la fonction définie par :

kex si x<0
f(x) = X si 0<x<1
0 si x>1

Déterminer la valeur de la constante k pour que f soit une densité de probabilité
d’une v.a.r. absolument continue X.

Conditions a vérifier :

1) vxelIR f(x)>0: si x<0 alors kex>0 = k>0 ;
si 0<x<1 alors f(x)=x >0
si x>1 alors f(x)=0 >0

) [fo)dx =1 :  [fx)dx = ke dx +[xdx+]0 dx

o " 0 1
= K[e].0 + [x2/2] 1 +0 =k(1-0) + (1/2) (1-0) = 1
Kk +12=1 = k=1/2.

=00

ex/2 six<0

Fonction densité de probabilité f : IR — IR f(x)=1 x si0<x<1
0 Six>1 18
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Exemples dapplication

Déterminer la fonction de répartition F de la v.a.r. X continue, caractérisée par sa
fonction densité de probabilité f: IR — IR

ex/2 six<0
f(x) = X si0<x<1
0 six>1
eSix<0: F(X)=PX<x)= fo(x) dx = | ex /2 dx = (1/2) [e] .. = (1/2) (e* - 0) = e /2

eSi0<x<1: FX) =PX<X) =_O£Xf(x) dx =_j (ex/2) dx +OIXx dx = (1/2) [e¥] (_)OO + [X2/2]0x
=(1/2) (1-0) +(1/2) (x2 - 0) = (1/2) + (1/2) x> = (1 + x?) /2

X 0 1 X
eSix>1: FX)=PX<x)=[fx)dx =]ex/2dx +[xdx+]0dx
_Oo - 0 1

= (1/2) [e1] .0 + [X2/2]01 +0 =(1/2)(1-0)+(1/2)(1-0)=1

ex/2 six<0
Fonction de répartition F : IR — IR F(x) =1 (1+x%)/2 si0<x<l1

1 si x > 1 y
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3.2 Variance mathématique

La variance mathématique d’une v.a.r. est un nombre réel positif ou nul,
notée V(X), quand elle existe, qui est définie par :

> p[(x—E(X)]? v.a.r. discrete finie

/, i=1
40
VX)) = — i§1 p[(x—E(X)]> v.a.r discrete infinie dénombrable

N

+o0
[ [(x-EX)]2f(x)dx  v.a.r. continue
> L'unité de la variance : carré de 'unité de la variable aléatoire réelle.

Ecart-type

L'écart-type noté o(X), est un indicateur de dispersion. Il est défini comme la
racine carrée de la variance.

> Clest un réel positif ou nul noté o(X) = W(X) .

> L'unité de I'écart-type : unité de la variable aléatoire réeelle. .



Sunversie UFR D€ SC1ences o , _ ) _
=i economiaues Caracteristiques d’'une variable aleatoire
0n 2
eT De GesTIon
3.3 Coefficient de variation :

Le coefficient de variation est un indicateur de dispersion relative, exprimé en
valeur absolue et sous forme d'un pourcentage, il s'écrit :

o(X)
CVO/O = | X 100
E(X)

> Il est indépendant de I'unité de mesure de la variable aléatoire réelle observée.

> Etant sans unité, il permet de comparer les dispersions relatives entre
distributions, quelles que soient leurs unités et les valeurs de la variable.

> Il mesure I'homogeénéité de la distribution, plus sa valeur tend vers 0%, plus la
distribution est homogene, plus sa valeur tend vers 100%, plus la distribution
est hétérogene.

> Dans certains cas, notamment en finance, la volatilité d’'un titre est supérieur a

son rendement, le coefficient de variation peut étre supérieur a 100%.
21
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Propriétés : Soient X une v.a.r. discrete ou continue, a et b deux nombres réels.

» V(X) = E([X-E(X) ]?) = E(X?) - E(X)?

V(X) = E([ X2 -2XE(X) + E(X)2 ]) = E(X2) — 2 E(X)E(X) + E(X)2 = E(X2) — E(X)2
= E(X2) — E(X)2 Théoreme de Konig-Huygens
Exemple, X est une v.a.r. continue :

V(X) = f T (x - E(X) T2 f(x) dx = _foo(x2 - 2% E(X) + E(X)2) f(x) dx

= 1300 dx - 2E00 | x f(x) dx + E(X)2 I () dx.
% J (- J —% Y

I Y

= E(X2) — 2 E(X) E(X) + E(X)2x1 =E(X2) - E(X)2

Idem si X est une v.a.r. discrete fini ou infinie dénombrable
» V(aX + b) = a2 V(X)

E[(aX + b)2] — [E(aX + b)]2 = E[(a2 X2) + 2abX + b2 ] — [a E(X) + b]2
a2 E(X2) + 2ab E(X) + b2 — a2 E(X)2 - 2ab E(X) — b2

a2 E(X2) — a2 E(X)2
= a2z [ E(X?) —E(X)? ]
= a2 V(X)

W(b) = 0 : La variance d'une constante est nulle
22
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Proprietés - Opérations sur les variables aléatoires

Translation de l'origine Changement d’unité Cas général
X—>Y=X+b X —>Y=aX X—>Y=aX+b

E(Y)=E(X+b)=E(X)+b E(Y) = E(aX) = a E(X) E(Y)=E(aX+b)=aE(X)+b
V(Y) = V(X + b) = V(X) V(Y) = V(aX) = a% V(X) V(Y) = V(aX + b) = a? V(X)
3.3 MOMENTS D'ORDRE k

Pour tout entier k ( k € IN* ) le nombre réel :

< E(XX) est le moment non centré d'ordre k de la v.a.r. X

k =1, E(X) : I'espérance mathématique est le moment non centré d’ordre 1 de X.

< E([ X-E(X) J*) le moment centré d'ordre k de la v.a.r. X

k =2, V(X) : la variance mathématique est le moment centré d’ordre 2 de X.

Ils existent si la série ou l'intégrale correspondante existe (convergente). .,
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Exemples dapplication
Calculer la variance de la v.a.r. X dans les 2 cas des exemples d'application précédents.

1) discrete finie est caractérisée par sa distribution de probabilité ou sa fonction de

répartition :
E(X) = 3/4
nmm )= Pox < x) [ 2 N
0= 1/4 0,= 1/4 E(X2) = X pix? = (1/4)x02 + (1/2)x12 + (1/4)x2? = 3/2

1 p,=1/2 Do+ P, = 3/4 V(X) = E(X2) — E(X)2 = (3/2) - (3/4)2 = 15/16.

2 p,=1/4 P+ P+ P,= 1 CV,, = G.(X)./ E.(X) =15/ 3 = }29‘.100/,0 o
Distribution de probabilité tres heterogene.

2) Continue est caractérisée par sa fonction de répartition F ou sa fonction densité de

probabilité f :
ex /2 six<0

f(x) = 1 x si0<x<1
0 six>1

ex /2 six<0
FxX)=1 (1+x2)/2 si0<x<1
1 six>1
EX) =-1/6 1 EO®) = |x2f() dx = | (@ e)/2 dx + / 3 dx + J:ffz 0 dx = 5/6

V(X) = E(X2) — E(X)2 = (5/6) — (-1/6)2 = 11/9 24
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3.4 Fonction d’une variable aléatoire réelle

3.4.1 V.A.R. Centrée et réduite

> Si E(X) = 0 alors la v.a.r. X est dite centrée.
> Si o(X) = 1 alors la v.a.r. X est dite réduite.

> On pose Y = X - E(X), Y est la v.a.r. centrée associée a la v.a.r. X.

En effet, E(Y) = E [(X - E(X)] = E(X) - E(E(X)) = E(X) — E(X) = 0
'espérance mathématique est un opérateur linéaire.

X - E(X)
> On pose U = , U est la v.a.r. centrée réduite associée a X (o(X) = 0) .
o(X)

En effet, E(U) = E [(X-EX))/ o(X)] = (E(X)—E(X)/ o(X) =0
V(U) = V[(X-E(X))/ o(X)] = (1/ o(X)? ) V [X-EX)] = (1/ o(X)* ) V(X) = 1.
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3.4.2 Exemples de fonctions d’une variable aléatoire réelle

> Cas d'une v.a.r. discrete finie :

Soient X une v.a.r. finie définie sur ( Q , P(Q) ) et h une fonction définie sur Q,.
Si 'Y = h(X) alors Y est une v.a.r. discrete finie définie sur ( Q, P(Q) ) telle que :
VweQ, P(Y=y)=P(X=x)
{x/h(x) =y}
Exemple d'application:

Déterminer la distribution de probabilité de la v.a.r. 'Y = X2 + 1.
X est une v.a.r. discrete finie dont la distribution de probabilité est définie par :

-1 1/2

Les valeurs y, possibles de Y connaissant

. L les valeurs x. possibles de X : 1 1/4
1 1/4 x= 0 =y =1

Xx=1=y,=2
PY=1)=P(X2+1=1)=P(X2=0) =P(X=0)=1/4
PY=2)=P(X2+1=2)=P(X2=1)

=P[(X=1D)uX=-1)]=PX=1)+PX=-1) =3/4
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3.4.2 Exemples de fonctions d'une variable aléatoire réelle

» Cas d’une v.a.r. continue :

Soit X une v.a.r. de fonction de répartition F et de fonction densité f. Soit h une
fonction continuement dérivable et bijective de fonction inverse h-t,

Si Y = h(X) alors Y est une v.a.r. continue, on peut alors définir sa loi de
probabilité a partir de celle de X.

En effet, si on note G la fonction de répartition et g la fonction densité de la
v.a.r. Y. On a alors les relations suivantes :

G(y) = F(h (y)) et g(y) = | (hi(y)) | f(h(y))
> Exemple d’application :  Déterminer la loi de probabilité de la v.a.r. 'Y = X

h h-1
X —> h(x)=y=Vx — hi(y) = hil(ix) = y2

h'lo h(x) = x identité

27
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Exemple d'application 1 :
Soit X une v.a.r. continue définie par sa fonction de répartition F :

1-ex six>0

F(x)=P(X<x)={

0 six<0

Déterminer la fonction densité de probabilité g de la v.a.r. Y = VX
Ouencore, Y=2X+1:Y=X2:Y=IX|: Y=InX;eX;etc

0 siy<0

G(y) = P(Y <y) = P(\X < y) ={
P(X<y2) siy>0.

0 siy<0 0 siy<0
G(y)={ = {
F(y2) siy>0 1-e¥ siy>0

g : fonction densité de probabilité de Y (dérivee) :

0 siy<0
g(y) =
2y e¥* siy>0
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Exemple dapplication 2 :
Soit X une v.a.r. continue définie par sa fonction de répartition F :
1-e*x sixx>0
F(x) =P(X<x) = {

0 six<0

Déterminer la fonction densité de probabilité h de la v.a.r. Y = e*

(0 siy<O0

H(y) = P(Y <y) = P(eX<y) = -
L P(-X<Iny)=P(X2-Iny)=1-F(-Iny) siy>0.

0 siy<0
Hy) =P(Y<y)=1 1-(1-¢€™) si -lny> 0
L1-0 si-lny <0
Fonction de répartition de Y : fonction densité de probabilité de Y :
0 siy<0 0 sinon
Hly) =P(Y<y)=4 vy si 0<y<1 h(y) =
1 siy>1 1 silO<y<l1

Remarque : Y suit une loi Uniforme sur l'ntervalle [0, 1] Y —> Uy.; 22



