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Introduction

La notion de variable aléatoire réelle (discrete finie ou infinie dénombrable ou
continue) est liée aux expériences aléatoires.

Ces différentes variables aléatoires réelles fournissent des modeles
probabilistes utilisés dans de nombreux domaines variés (économie, sociologie,
industrie, biologie, médecine, physique, etc...).

Cela permet d'améliorer la compréhension et l'analyse de phénomenes
complexes sans cependant étre trop €loigné de la réalité.

Ces lois de probabilité dites usuelles ou courantes se distinguent encore entre
lois discretes finies ou infinies dénombrables a distribution de probabilité et lois
continues a densité de probabilité.

La loi de probabilité d'une v.a.r. discrete finie est souvent présentée sous forme
d’un tableau. )
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4.1 Lois discretes finies

4.1.1 Loi uniforme discrete

On dit qu’une v.a.r. X suit une loi uniforme discrete sur I'ensemble des valeurs
de X5 = {X{, X5, ..., X} , card(X,) =n si:

VxeX,: pp=P(X=x)=1/n Equiprobabilité des n résultats de X,
Notation X— Ui o, ..., xn})

C'est bien une distribution de probabilité dite uniforme sur X, :
1 0<p<1l et ) __glpi;_%ll/n:l
Cette loi modélise une expérience aléatoire dont les résultats sont equiprobables.

Exemple : Lancé d’'un dé équilibré
Les résultats possibles de I'expérience : X, = {1, 2, 3,4, 5, 6}, card(X,) =n=6
PX=1)=P(X=2)=P(X=3)=P(X=4)=P(X=5) =P(X = 6) = 1/6

IIIII
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Valeurs caractéristiques :

X—)U({1,2,3,...,n}) Vke XQ: pk=P(X=k)=1/n

EX) = (n+1)/2 et V(X) = (n2 - 1)/12

EX) = Sp k= 1/nSk=(1/n) n(h+1)/2=(n+1)/2
k=1 k=1

V(X) = E(X2) - E(X)2 =E(X2)—-(n+1)2/4

EX®) = Sp k2= 1/n3 k2= (1/n)n(n+1)2n +1)/6 = (n+ 1)(2n + 1) /6

k=1 k=1

VX)=(h+1)2n+1)/6-(n+1)2/4 = (n+ 1) [2(2n + 1) = 3(n +1)]/12
=(+1)(n-1)/12=(n2-1)/ 12
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4.1.2 Loi de Bernoulli

DéflnltIOn : JaceBerjnovuI
. (1654 -1705)
Une experience aleatoire est dite ” Experience de Bernoulli ” si elle ne

comporte que 2 résultats possibles :
Succes/ Echec ; Oui/Non ; Favorable/Défavorable ; Bonne / Mauvaise ; etc.

Exemple : Schéma d'urne

Une urne contient des boules rouges en proportion p et des boules non-rouges en
proportion g =1 - p.

On réalise 1 fois I'expérience : prélever une boule au hasard dans l'urne.

Probabilités : P(R)=p et P(TQ) =q=1-p

On associe a la v.a.r. X : “la réalisation ou 'apparition d'une boule rouge lors de ce
tirage”

X =1 silaboule est rouge “succes ”
Les valeurs possibles de X : 1

X = 0 silaboule n‘est pas rouge "échec” 0
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d’ou la distribution de probabilité et la fonction de répartition F de la v.a.r. X

el i

Echec 1-p=q
Succes 1 P q+p=1

On dit alors que la v.a.r. X suit une loi de Bernouilli de parametre p €]0, 1[, notée
B (p) : Notation X—— B(p)

Exemple : Schéma d'urne

Loi de fa v.a.r. X “m Fx,) = P(x<xk)

(1) Eg:?g:g 1 p="P(R) q+p=1

Valeurs caractéristiques :

E(X)= P et V(X) = Pq
1 1
E(X) =k2_ Opk X =qx0+pxl=p VX) = 2 P [ (= E(X) I* = E(X?) - E(X)?2

1
E(X?) =2 PcX =p etV(X)=p-p>=p(l-p)=pq



s UFR De scrences
s €CONOMIQUES Lois de probabilite usuelles — Discretes finies
< 1 De GesTIon
4.1.3 Loi Binomiale
Exemple : Schéma d'urne

On réalise n fois I'expérience : prélever une boule au hasard dans l'urne.
n tirages independants (avec remise)
C'est-a-dire qu’on répete n fois la méme expérience de Bernoulli.

Probabilités: P(R)=p et PR)=qg=1-p

Soit la variable aléatoire réelle X associée au « Nombre de boules Rouges tirées au
cours des n tirages »

Les valeurs possiblesde Xsont: 0,1,2, ..,k ..., n
La loi de probabilité de X est définie par :
PX=k)= C)\p~(1-p)mk pour k=0,1,...,n

C’est bien une distribution de probabilité : Vk=0an, O0<P(X=k)<1 et J P(X=k)=1.
k=0

n
Binéme de Newton : (p +q)" =2 Ckpkg =1 avec pe[0,1] et gq=1-p.

X suit une loi Binomiale de parametresnetp : X—— B(n, p)
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Remarques :

1) La v.a.r. X qui suit une loi B(n, p) est une somme de n v.a.r. X, de Bernoulli B(p)
indépendantes et de méme parametre p.

X —> B(p)
X, =1,n indépendantes — 2 X —— B(n, p).

2) B(p) =B(1,p) n=1. _ ‘
Ck =Cr* S succes : X — B(n, p)
3) Blk:n,p)=B(n-k:n, q). Alors échec : Y —> B(n,q =1 -p).
PX=k) =PY=n-k)
4) La somme de 2 lois binomiales indépendantes suit une loi binomiale.
)(1 —> B( nl / p)
X,—> B(ny, p) 5=X;+X,—>B(n, +ny, p).
X, et X, indépendantes

P5=5) =PX;+X;=5)= 2 PLX; =K (X;=5-K)]
= /go PX; = k) PIX; =5 -k) X, et X, sont indépendantes en probabilité

S

s
=/£0C”1k pk q nl -k ans-k ps-k q n,-(s-k) = psq (ny+n,=5) kzz'acnjk ans-k

s
= C(n] +n2) ° ps q(n] +n2—5) avec éCan ans-k = C(n] +n2) g
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Valeurs caractéristiques :

E(X) = np et V(X) = Npg
X—B(p) ; E() =p et V(X> = pq V() = V(Z %) = V(X) =3 pq = npa
E(X) = E(Z X)) = Z E(X) = p =np car les X; sont indépendantes

Exemple d’application :

D’aprés un représentant de la compagnie aérienne Lyon’Air, 15% des clients
réservent un siege en premiere classe. Parmi les 10 prochaines réservations,

- Quelle est la loi de probabilité suivie par la v.a.r. X associée au “nombre de clients
qui réservent en 1¢¢ classe parmi les 10 prochaines réservations” ?

X——> B(n=10, p = 0.15) ; P(X = k) = C ¢ p* (1-p)i°* k=0,1,...,10
- Quelle est la probabilité qu'aucune personne ne réserve en premiere classe ?
P(X = 0) = C;,° 0.159 0.8519 = 0.8510 = 19.69%

- Quelle la probabilité d'avoir exactement une réservation en premiere classe ?
P(X = 1) = C,! 0.15! 0.859 = 34.74%
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Exemple d’application :

D’aprés un représentant de la compagnie aérienne Lyon’Air, 15% des clients
réservent un siege en premiere classe. Parmi les 10 prochaines réservations,

- quelle est la probabilité d'avoir au plus une réservation en premiere classe ?
P(X<1)=F(1)=P(X=0)+PXX=1) = 54.43%
- quelle est la probabilité d'avoir plus d'une réservation en premiere classe ?
PX>1)=1-P(X <1) =1-F1) = 45.57%
- quelle est la probabilité d'avoir un nombre de réservations en premiere classe

compris entre la moyenne plus ou moins un écart-type ?

EX)=np=15 ; V(X)=npgq=1275 et o= 1.13

P(E(X)-oy <X< EX)+0oy] =P(0.37<X<2.63)
=P(X=1)+P(X=2)= 62.33%

- quel est le nombre le plus probable de réservations en premiere classe ?

Mode =1 : c'est le nombre de réservations en 1¢ classe le plus probable parmi les 10
prochaines réservations : P(X = 1) = 34.74% 10
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Exemple d'application :

D’aprés un représentant de la compagnie aérienne Lyon‘Air, 15% des clients
réservent un siege en premiere classe. Parmi les 10 prochaines réservations,

Lois de probabilité usuelles — Discretes finies

x| p | Fx

0 0,1968744 0,1968744

1 0,34742542 0,54429982 ~ Mode=1 : P(X=1) = 34.74%
2 0,27589666 0,82019648 Médiane = 1 : F(1) = 54.43%
3 0,12983372 0,9500302

4 0,04009571 0,99012591

5 0,00849086 0,99861676

6 0,00124866  0,99986542

7 0,00012591 0,99999133

8 8,3326E-06  0,99999967

9 3,2677E-07  0,99999999

10 5,7665E-09 1

11
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Diagramme en béatons - Distribution de probabilité
100% "Nombre de clients qui réservent en 1¢ classe parmi les 10 prochaines réservations
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12
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4.1.4 Loi Hypergeometrique
Exemple : Schéma d'urne

Une urne contient a boules rouges et b boules non-rouges. On préleve un
echantillon de taille n dune population de taille N =a + b (n<N).

On réalise n fois l'expérience : n tirages exhaustifs (dependants ou sans remise)
Probabilités: P(Ry=p=a/N e PR)=qg=1-p=Db/N

Soit la variable aléatoire réelle X associée au « Nombre de boules rouges tirees au
cours des n tirages »

0,1,...,k ...,a sin>a
Les valeurs possibles de X sont :

0,1, ..,k ..,n sin<a

La loi de probabilité de X est definie par : { 01 .. k. .a sin>a

PX=k)= Ck Gk /G pour kK=1{0g1 _ k .,n sin<a

X suit une loi Hypergéométrique de parametres N, netp: X——> H(N, n, p)
ou encore de parametres N, neta=pN:X——>H (N, n, a) 13
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Valeurs caractéristiques :

E(X) = np (ne dépend pas de N )
X—— B(p) X =1,n dépendantes
EX)=p et UX)=pqg ; p=a/N ; g=b/N ;a+b=N

Onpose X = X X [ E(X)= np eneffet,
/=1

i=1 : 1¢tirage E(X;)) = 1xP(X; =1)+0xP(X;=0) =P(X;=1) = p
i=2 : 2¢metirage E(X,)= P(X,=1) = p ?
P(X, = 1) = P[ ( (X=1) n (X, = 0) ) U ( (%=1) A (%, = 1)) ]
=P[(X=1)n(X;=0)] + PL(X=1)n(X;=1)]
=P[ (X;=1) / (X; = 0) ] x P(X;= 0) + P[ (X;=1) / (X; = 1) ] x P(X; = 1)

[a/(N-1)]x g + [(@-1)/(N-1)] x p
= ab/(N-1)N + (a-1)a / (N-1) N
= (@ab+a2—-a)/N(N-1) = a(b+a—-1)/N(N-1)
a(N-1)/N(N-1)=a/N=p

i=3 : 3metiage EX3) = P(X;=1) = p idem

visln  EX)=E) =.= EX)=p = E(X)= XEX) =
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Valeurs caractéristiques :

V(X) = npg [(N-n)/(N-1)]
X—> B(p) X =1,n dépendantes ; E(X)=p et VX)=pg

Onpose X = 3 X
=1
Rappel : les variables X; (i=1 a n) ne sont pas indépendantes :
Vizj Cov(X,X) =E(XXX)—EQ)EX) =0

n=2 1 V(X +X) = V(X)) + V(X,) + 2 Cov(X; , X,)

Généralisation : V(X) = V(Z X) = z V(X) + z z Cov(X; , X))

i=1 i=1 i=1 j=i

=§V(X) £23 3 Cov(X, X)

1 i=1 j>i
=Ypq +23 T [EXX)—EX)EX)]
=1 i=1 j>i

npg + npq([(N-n)/(N-1)] -1)
= npq [(N-n)/(N-1) ]

15
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Remarques :

n

1) kgo CkCnrk =C™ avec N=a+b

n
C’est bien une distribution de probabilité : vk =0a n, O0<PX=k)<1 et J PX=k)=1.
k=0

n n
TCE G /Gr=1 = ICK M= Gy

k

2) Le facteur de correction ou d'exhaustivité (N - n)/(N - 1) est voisin de 1

lorsque n est petit par rapport a N, c'est-a-dire lorsque le taux de sondage n/N
est faible (< 10%).

Exemple d’application 1 :

Parmi les 30 comptes-clients d’'une entreprise, 3 sont inexacts. Le vérificateur
préléve au hasard de ce lot 6 comptes pour en vérifier I'exactitude.

- Quel est le taux de sondage ? t=n/N=6/30 = 20%
- Quelle est en moyenne, le nombre de comptes-clients inexacts dans cet
échantillon ? X : le nombre de comptes-clients inexacts

X—>H((N=30,n=6,p=a/N=3/30=0.1)

P(X = k) = C3k C276-k /C3O6 k - 0,1,..., a=3
E(X) =np =0.6

/

16
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Exemple d’application 1 :

Parmi les 30 comptes-clients d'une entreprise, 3 sont inexacts. Le vérificateur
préleve au hasard de ce lot 6 comptes pour en vérifier I'exactitude.

X : le nombre de comptes-clients inexacts
X—>H(N=30,n=6,p=a/N=3/30=0.1) ;

P(X = k) = Ck C,)pfk /Cyf  k=0,1,...,3

- Quelle est la variance du nombre de comptes-clients inexacts ?
V(X) = npq (N-n)/(N-1) =6 x0.1x 0.9 x(24/29) = 0.4469 ; (N -n)/(N-1)=0.8276
- Quelle est la probabilité de n‘avoir aucun compte-client inexact ?
P(X = 0) = C30 C276 /C306 = 49.85%

- Quelle est la probabilité d’avoir plus d'un compte-client inexact ?

PX>1)=1-P(X<1)= 1-[P(X =0) +P(X = 1)] = 1 - F(1)
= 1-[GP Cp® /Gy + Gt G2 /G5 1 = 9.36%

Remarque . si les tirages étaient indépendants : X——» B(n=6,p =0.1)

P(X = 0) = Cp0.10°0.906 = 53,14 % # 49.85%
P(X > 1) = 1—(CQ0.10°0.9056 + C. 0.10 0.905) = 11.43% # 9.36% ;-
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Exemple d’application 1 :

Parmi les 30 comptes-clients d'une entreprise, 3 sont inexacts. Le vérificateur
préleve au hasard de ce lot 6 comptes pour en vérifier I'exactitude.

X : le nombre de comptes-clients inexacts
X—>H(N=30,n=6,p=a/N=3/30=0.1) ;

A
VL Tirages indépendants ou taux de sondage t=n/N < 10%
i > X—>Bn=6,p=01)

Distributions de probabilité - Hypergéométrique & Binomiale

B H(N=30, n=6, p=0.1)
B B(n=6, p=0.1)
0 1 2

3 4 5 6
k : nombre de comptes-clients inexacts

Probabilité P(X = k)
o o o0 o o 9o
o = N w Y (0] [e)]

18
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Exemple d’application 2 :

Le responsable de l'entretien d'un immeuble, sans ascenseur, doit remplacer 2
lampes fluorescentes dans un bureau situé au dernier étage. Les lampes sont
stockées au sous-sol de I'immeuble dans des boites contenant 16 lampes. Il est
bien mentionné sur I'emballage que la probabilité qu'une lampe soit défectueuse
dans la boite est de 12,5%.

Comme il veut en finir au plus tot, le responsable ouvre rapidement une boite
neuve, choisit 2 lampes au hasard et monte les marches jusqu'au dernier étage.

- Caractériser la loi de probabilité de la variable aléatoire réelle X associée au
nombre de lampes défectueuses dans |'échantillon prélevé par le responsable.
X : le nombre de lampes défectueuses dans I'échantillon
X—>H(N=16,n=2,p=0.125) ; p=a/N=a=pN=2 ; b=N-a=14
PX=k)=Ck C2* /C2 k=0,1,2

- En déduire l'espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de la variable
aléatoire X.

EXX)=np=0.25 ; VX =npg(N-n)/(N-1)=2x0.125x 0.975 x (14/15) = 0.2042

- Quelle est la probabilité que le responsable soit obligé de retourner au sous-sol
pour se procurer d'autres lampes ?

PI(X = 1) U (X=2)]=P(X=1)+P(X=2)=Cl, Cly, / Cy + C2 C0, | Cyc = 24,17%
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4.2 Lois discretes infinies dénombrables

4.2.1 Loi Géométrique

La loi géométrique est la loi du nombre d'essais avec remise nécessaire pour
faire apparaitre pour la 1¢ fois un événement de probabilité p.

Exemple : Schéma d'urne _

Probabilités: P(R)=p et P(R)=qgq=1-p
On réalise des tirages indépendants (avec remise) jusqua [obtention de /a
1¢e poule Rouge.

On note X la variable aléatoire réelle associée : « Nombre de boules tirées pour
obtenir la 1ere boule Rouge »

Les valeurs possibles de X sont : 1, 2, ..., k, ..., +cc ; IN* : infinité de valeurs entieres
La loi de probabilité de la v.a.r. X est définie par :
PX=k)=p(1-p)lt =pqgkl pour k=1, 2, .., +x

+oc
C’est bien une distribution de probabilité : Yk € IN* 0< P(X=k)<1 et > P(X=k)=1.
k=1

+oc +oc n
Zpge=pzgi=plim > gt = plim (1-g")/(1-q) =p/(l-q)=1.
= = n— +oc

n— 4+ k=1

Série géométrique de raison 0 <q <1 et de premier terme p.
On dit alors que X suit une loi Geométrique de parametre p : X —— G (p) 20
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Valeurs caractéristiques :
EX)= 1/p et V(X) = q/ p?

+oc +oc +oc
= = = k-1 = k-1
E(X) kzz“lk P(X k) k;l k p q pkglk q

uq) = 3 gk=1/(1-q) — déivée > ulg)= 3 kgl =1/(1-q)?

k =1 k =1
Développement limité au voisinage de linfini avec 0<qg=<1

E0) =p kgt = p/(1-a)2 =p/p>=1/p

21
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Valeurs caractéristiques :

EX)= 1/p et V(X)= q/p?

V(X) = E(X2) - E(X)2 = :i_lkz P(X = k) - E(X)?
-5 Kkl = v k2
E(X?)= 2 k*pg* =pq 2k*q

@) = 3 kqtl =1/(1-q)? — dérivée— ulq)= 3 k(k-1)q+? =2/(1-qp

)= S ktk-1) g2 = 3 kzgke - 5 kg2

k=1 k=1 k=1

= EX2)= 3 k2gk? = X k(k—-1)gk? + 5 kqk?

k=1 k=1 k=1
=3 ktk-1)qg*? + (1/g) 5 kg

k=1 k=1

=2/(1-q)° + (1/q9) [1/(1-q)?] =(1+q)/ p?

dou, X) = E(X2)-E(X)? =(1+q)/ p? - (I/p)? = q/p? 22
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Exemple d’application :

Une entreprise fabrique des pieces de précision qui sont utilisées par une usine de
montage. D’apres le service de controle de I'entreprise, la proportion de pieces
défectueuses est de I'ordre de 5%.

- Quelle est la probabilité pour que la 4eme piece contrblée par le responsable de
I'usine s’avere la premiere défectueuse ?

Soit X : le nombre de pieces controlées jusqu’a I'obtention d’'une piece défectueuse
X—>G(p=5%) ; PX=k)=pgk! =0.05x0.95k1 k=1,.., +x

P(X=4)=pqg3 =0.05x0.953 = 4.29%
- Méme question, mais cette fois c’est la 10eme piece controlée ?
P(X=10)=pqg? =0.05x0.95° = 3.15%

- Combien de pieces doit-on controler en moyenne avant d’observer une piece
défectueuse ?
E(X) =1/p = 20 pieces
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4.2.2 Loi Binomiale négative — Loi de Pascal

La loi de Pascal est la loi du nombre d'essais avec remise nécessaire pour faire
apparaitre pour la reme fois un événement de probabilité p.

Exemple : Schéma d'urne _
Probabilitées: P(Ry=p e P(R)=qg=1-p

On réalise des tirages indéependants (avec remise) jusqua lobtention de /a
reme poule Rouge.

On note par X : "Le nombre de boules tirées pour obtenir la r €me boule Rouge”

Les valeurs possibles de X sont : 1, r+1, ..., +oc ; IN* : infinité de valeurs entieres

La loi de probabilité de la v.a.r. X est définie par :

PX=k)=C_"! p"(1-p)r =C.,! pgkr pour k=r r+1, ..., +o

X suit une loi de Pascal de parametres ret p : X —— Pascal (r ; p)
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Remarques :
1) La loi de Pascal de parametres r et p est la somme de r lois géométriques G(p)

indépendantes et de méme parametre p.
Xi — G(p) r
X; =1,r indépendantes = X= X Xi — Pascal (r, p) .
EX)=1/p ; V(X)=q/p? =
2) G(p) = Pascal (r = 1, p)

Valeurs caractéristiques :
E(X)= r/p et V(X) = rq/p?

Xi—> G(p) ; EX)=1/p et V(X)=q/p?

> E)=E(XX) =TEX) =x1/p=r/p

> V(X) =V( iZl X)) = _raV(Xi) car les X; sont indépendantes : Cov(X;, X;) = 0

i
= 2 q/p2=rqa/p?
= 25
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Exemple d’application :

Une entreprise fabrique des pieces de précision qui sont utiliseées par une usine de
montage. D'apres le service de controle, la proportion de pieces défectueuses est de
I'ordre de 5%.

- Déterminer la probabilité gqu’il faille controler 10 pieces pour en observer 2 pieces
défectueuses.

X : le nombre de pieces a controler jusqu’a I'obtention de la 2éme piece défectueuse
X——> Pascal (r=2,p=5%)
PX=k) = G, pr(1-p) =Gyt p2a* k=2, +a

P(X = 10) = C4! 0.05% x0.958 = 1.48%

- Combien de pieces doit-on contrbler, en moyenne, avant d’observer deux pieces
défectueuse ?
E(X) =r/ p = 40 pieces
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4.2.3 Loi de Poisson =TT
Siméon Denis Poisson
(1781-1840).

La loi de Poisson est particulierement utile pour décrire le comportement
d’événements dont les chances de réalisation sont faibles, d’ou le nom de loi des
evenements rares. (assurance : sinistres, accidents, files d'attente, etc.)

Exemple : Schéma d'urne

Méme schéma d’urne que la loi binomiale avec un grand nombre de boules non-
rouges et quelques boules rouges : n “ grand” et p = P(R) “petit”.

On réalise des tirages independants (avec remise — non exhaustifs).

On note X la variable aléatoire réelle associée au « nombre de boules rouges
tirees »

Les valeurs possibles de X sont: 0, 1, ..., +oc ; IN : infinité de valeurs entieres

La loi de probabilité de X est définie par :

PX=kK) = e*2k/kl  pour k=0,1, .., +o

X suit une loi de Poisson de paramétre A (A > 0) : X —— P(}) 27
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Remarques

1) C'est bien une distribution de probabilité : o
VkeIN 0< PX=k)< 1 et k;) P(X = k) = 1.

> ek [kl >0 caraA >0

+oc +oc +oc
> TP(X=k)= Te*pk/kl = e* ¥ Ak/kl =e* et =0 =1,
k=0 k=0 k=0

+oc n
A/ kI =1lim T Ak / k! =e* Développement limité de e au voisinage de linfini.
k=0 n - +o k=0

2) La distribution de probabilité de Poisson admet :

1 seul Mode = Ent()) si Ag IN
2Modes=A-1 et L si rAelN

3) La somme de 2 lois de Poisson indépendantes suit une loi de Poisson.

Xi—> P(2y)
X, —> P(Ay) S=X,+X, —>P(rA +1,).
X, et X, indépendantes
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Valeurs caractéristiques :
E(X) = V(X) = )

+oc +oc +oc
> EX)= TKkPX=K =3 ke'ak/kl =re Tak1/ (k-1)l=re’ e =re =)

> V(X) = E(X2) — E(X)2

+oc

E(X2)=:§Ok2 P(x=|<)=k+§0 ke / (k=11 =X [(k=1) +1]e*2 / (k- 1)!
= S (k=1 era/ (k=1 + X e*1/ (k- 1)!

+oc +oc
= A2 eh kz_okk'z/ (k—2) + A e? kgo Akl [ (k= 1)!
=AM erter+ Lerter =22 + A

VX) = 22 + A — A2 = & = E(X).

29
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Exemple d’application 1 :

Le responsable d'une compagnie d'assurances a effectué une compilation du
nombre de sinistres qui se sont produits ces dernieres années. Ceci a permis
d'établir que le taux moyen de sinistres enregistrés par la compagnie a été de 2,5
sinistres par jour. En admettant que le nombre de sinistres en une journée obéit a la

loi de Poisson,
X : le nombre de sinistres / jour ; E(X) = A = 2.5 sinitres / jour
X—>P(A=25) ; PX=k)=¢e2>25k/kl k=0,1,.., +<

- Quelle est la probabilité que cette compagnie n’enregistre aucun sinistre dans la

journée ?
P(X = 0) = 25 2,50 / 0! = 25 = 8.21%

- Quelle est la probabilité que cette compagnie enregistre plus de 3 sinistres par
jour ?
JOUr o s 3)=1-PX <3) = 1-F@3)

=1-[PX=0)+PX=1)+P(X=2)+P(X=3)]= 1-0.7576 = 24.24%
- Sur une période d'une année, quel est vraisemblablement le nombre de jours ou la
compagnie n'a enregistré aucun sinistre ?

1 année = 365 jours ; 365 x P(X =0) = 365 x 8.21% = 29.96 ~ 30 jours ~ 1 mois
30
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Exemple d’application 1 :

- Calculer la probabilité d'avoir un nombre de sinistres compris entre le taux moyen
de sinistres plus ou moins un écart-type.
E(X) =V(X)=A =25 : oy = VW(X) = 1.58
PLEX)-oy < X<EX)+0oy]=P[25-158<X<25+158]=P(0.92<X<4.08)
=P(X=1)+P(X =2) + P(X = 3) + P(X = 4) = 80.91%
- Quel est le nombre de sinistres par jour le plus probable et quelle est sa
probabilite ? Mode =2 ; P(X =2) = 25.65%
- Représenter graphiquement la distribution de probabilité de X.

Distribution de probabilité du nombre d'accidents / jour
03

0,25

o
)

0,15 -

o
-

Probabilité P(X = k)

0,05 ~

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k : nombre d'accidents / jour
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Exemple d’application 2 :

Deux distributeurs automatiques de billets sont placés I'un a I'extérieur l'autre a
I'intérieur de la galerie marchande d'une grande surface. On étudie le nombre
aléatoire d'utilisateurs de ces distributeurs pendant une période d’'un quart d’heure
entre I'ouverture et la fermeture de la grande surface. Un utilisateur sera compté s'il
utilise un distributeur dans le quart d’heure considéré.

On suppose que le nombre X d’utilisateurs du distributeur situé a I'extérieur suit
une loi de poisson avec un taux moyen de 1 utilisateur par quart d’heure.

X : le nombre d'utilisateurs du distributeur extérieur / période ; E(X)= A, =1
X—sP(A=1); PX=k=ellk/kI k=0,1,.., +x
Quelle est la probabilité de n‘avoir aucun utilisateur pendant le quart d’heure
considéré devant le distributeur situé a I'extérieur ?
PX=0)=el 10/0! = el =36.79%

On suppose que le nombre Y d'utilisateurs du distributeur situé a l'intérieur suit
une loi de poisson, et on a pu établir que la probabilité qu’il y ait 4 utilisateurs en un
quart d’heure est le double de la probabilité qu’il y en ait 5 utilisateurs. Montrer que
I'espérance mathématique de Y est égale a 2,5.

Y : le nombre d’utilisateurs du distributeur intérieur / période ;
Y—>P(%) ; PY=K=eWrf/k k=01, .., +x

Sachantque P(Y=4)=2P(Y=5) = eMjr*/4 =2eMir,>/[/5!
= A, =5!/214 =5/2=25
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Exemple d‘application 2 :

- Quelle est la probabilité davoir un seul utilisateur pendant le quart d’heure
considéré devant le distributeur situé a l'intérieur ?
Y : le nombre d’utilisateurs du distributeur intérieur / période ;

Y—>P(A=25) ; P(Y=1)=e25251/1 =20.52%

- Quelle est la probabilité d'avoir plus d’un utilisateur pendant le quart d’heure
considéré devant les deux distributeurs ?

On note S = X + Y, la variable aléatoire réelle associée au nombre d’utilisateurs par quart
d’heure des deux distributeurs :

X = P(h, = 1)
Y—>P,=25)] = S=X+Y =P+, =3.5)
X et Y indépendantes P(S = k) = e3> 3,5k / k! pour toutk =0, 1, ..., +oc

PS>1)=1-P(S<1)=1-[P(S=0)+P(S=1)]=1-(0.0302 + 0.1057 ) = 86.41%.

Distributions de probabilité

Nombre d'utilisateurs des distributeurs/quart d'heure
Intérieur: A = 2.5 (Unimodale) et Extérieur : A = 1 (Bimodale)

=k)

D

k) et P(Y

N
|

e o o o
)

Probabilités P(X

| —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 33

k : nombre d'utilisateurs / quart d'heure
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4.3 Lois continues a densité de probabilité

4.3.1 Loi Uniforme continue

Une variable aléatoire réelle X (absolument continue) suit une loi uniforme sur
I'intervalle [a , b] = IR si X a pour fonction densité de probabilité :

1/(b—a) si a<x<b
Soita,be IR aveca<b, wvxelR, f(x)=/1
sinon

+oc
C’est bien une fonction densité de probabilité : Vx e IR f(x)>0 et | f(x) dx = 1.

f est continue surIR lim f(x) =lim f(x)=0 et  Ilimf(x)=Ilim f(x)=1/(b—a).
X —a- X — b+ X —at X — b-
fest positive surtoutIR : f(x) =1/(b—a)>0 si a<x<b ; f(x) =0 ailleurs

fo?(x)dx: 70 dx +Ibdx/(b—a) +10dx = Ibdx/(b—a):[x/(b—a)]ab:(b—a)/(b—a):l.
-oc a b a

=-oC

Notation : X—— U[a, b] : X suit une loi Uniforme sur l'intervalle [a, b].
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Fonction de répartition 0
Si X<a
F(X)=4(x—a)/(b—a) sia<x<b
: Si Xx>b

> Six<a: F(xX)=P(X<x) = ] fx)dx= [0dx=0.

> Siasxs<b: F)=PX<x)= |f(x)dx=J0dx+ aIxcjx/(b—a)
=[x/ (b-a)l,*=(x—-a)/(b-a).

> Six>b: Fx)=P(X<x) = [f)dx= [0dx+ Lbdx/(b—a) +bIX0dx
=[x/(b-a)lb=(b-a)/(b-a)=1.

Densité de probabilité Fonction de répartition
Loi Uniforme sur l'intervalle [-2, 3] Loi Uniforme sur l'intervalle [-2, 3]
n “f(x) F(x
———————eeco el . 0,8 /:
O,05 i < / O,z
o oooe 0 seocoosose 0 35
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Remarques :

1) Déterminer la loi de probabilité d'une v.a.r. continue revient a caractériser
soit sa fonction densité de probabilité f, soit par sa fonction de répartition F.

2) La probabilité d'un intervalle quelconque [a , B] = [a, b] est proportionnelle
a sa longueur :

Plaw < X < B) = F(B) — F(a) =(f f(x)dx=[1/(b—-a)] ffdx =B-a)/(b-a)
Valeurs caractéristiques :
EX)= (@+b)/2 et V(X) = (b—a)2/ 12

> B = [xf(x) dx=[1/ (b-a)] [xdx=[1/(b-a)] [/ 212 = (b2 - 22) / 2(b - a)
=(b-a)(b+a)/2(b—a)=(a+b)/2
> V(X) = E(X2) - E(X)2 = E(X2) — (a + b)2 / 4
E(X2) = _f;z f(x) dx = [1/ (b — )] ajbxz dx =[1/(b-a)][x/ 3]
= (b*-a%/3(b-a) = (b-a)@a2+ab+b2)/3(b-a)=(a2+ab+b2)/3

V(X) = E(X2) - E(X)2 = (a2 + ab + b2) /3 — (a2 + 2ab + b2) / 4
= (@2 +b2-2ab)/12=(a-b)2/12=(b-a)2/ 12 -,
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Exemple d'application :

Soit X une v.a.r. uniforme sur l'intervalle [a , b]. Caractériser puis reconnaitre la loi
de probabilité de la v.a.r. Y = (X -a)/(b-a) avec b > a.

On note F la fonction de répartition de X et G celle de Y :
G(y) =P(Y<y)=P[(X-a)/(b-a) <y]=P[X<(b-a)y+a]=F(b-a)y+a]

0 Si X<a
On sait que X —» U[a, b] : F(x) ={ (x—a)/(b—-a) si a<x<b
1 si x>b
0 si (h—a)y+a<a
G(y)=F[(b—a)y+a]=| (b-a)y+a-a)/(b—-a) si a< (b-a)y+ac<b
1 si (b—a)y+a>bhb
0 si y<0
Gly)=F[(b—-a)y+a]-= y si 0<y <1
1 si y>1

Conclusion : on reconnait la fonction de répartition d’une loi Uniforme sur [0, 1] :
0 sl y<O0

v-0)/(1-0) si O0<y<1
1 si y>1

Yy Uo,1] : Gly)=PY<y)=
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4.3.2 Loi exponentielle
Domaines d'application : Industrie, génie industriel, recherche opérationnelle ( file

d’attente, durée de service, durée de vie d'un matériel, durée de chdmage,
d’hospitalisation, etc.)

Une variable aléatoire réelle X (absolument continue) suit une loi exponentielle de
parametre A (A > 0), si elle a pour densité de probabilité :

0 si x<0

vx e IR,  f(x) =1

-AX .
re si x>0

Notation : X —— Exp(L) : X suit une loi exponentielle de parametre A positif.

Exemple : Durée de vie d’'un composant électronique

Analyse de la fiabilité du composant afin de mesurer son aptitude a fonctionner
sans défaillance.

) : taux moyen de défaillance du composant

B = 1/A : moyenne des Temps de Bon Fonctionnement
(temps moyen entre défaillances)
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Fonction densité
xe*  si x>0
fi(x) =1 0 si x<0

C'est bien une fonction densité de probabilité : vx e IR f(x)>0 et Tocf(x) dx = 1.

f est continue sur IR fim f(x) =0 et imf(x) =1
X — 0- X — 0+
f est positive surtout IR :  f(x) = xe™ >0 si x>0; f(x) =0 ailleurs

+oc 0 ~+oc
[ ) dx = J0dx +]rexdx = [-e™ [n],+* =0~ (-1) = 1.
-oC -oC 0

Fonction de répartition
0 si x<0
F(X) = 3

l-e™ g x>0
> Six<0: Fx)=P(X<x) = | f)dx= [0dx=0.

> Six>0: F(X) = PX<X) = | f(x) dx = ?demfe-wx

=oC =oC

=A[-e™[A]}=-e™ +1
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Valeurs caractéristiques :

EX)= 1/ et VX) = 1/22

+oc +oc
> EX) = [xf(x)dx =1 xe™™dx ; Intégration par parties: u=x — u =1
o 0 Vi=eM « v=-eM[)

S [ x e[ At - h (e A dx = 1 (0) + [- e /A Tgtt =1/
0

> V(X) = E(X2) - E(X)2 = E(X2) — 1/ A2

+oc +oc
E(X2) = [x2f(x)dx = 1L [x2e™dx ; Intégration par parties : u
-oC 0 4

= A [- X2 e [ A]yte - A j (-2x e/ 1) dx = % (0) + (z/x)oﬁ X e dx = (2/2) E(X)

V(X) = (2/1) E(X) - E(X)2 = (2/2) (1/1) - 1/02 = 1/»2.
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Exemple d’application 1 :

Un composant électronique a une durée de vie qui est distribuée selon une loi
exponentielle dont la durée de vie moyenne est de 500 heures.
- Quelle est alors la valeur du parametre A ? Que représente ce parametre dans ce
contexte ?

X : la durée de vie d'un composant électronique ; E(X) =500 = 1/ = A = 1/500 = 0.002
X— Exp (A =0.002) ; f(x) = xe™ si x>0 ; f(x)=0 sinon
F(x)= 1-e™ si x>0 ; F(x)=0 sinon
L = 1/500 = 0.002 composant / h, il représente le taux moyen de défaillance

- Quelle est la probabilité qu’'un composant ait une durée inférieure a 250 heures ?
P(X < 250) = F(250) = 1 — e250/500 = 39,35%
- Quelle est la probabilité qu’un composant ait une durée inférieure a la durée de

vie moyenne ?
P(X < E(X) = 500) = F(500) = 1 — e500/500 = 1 — el = 63.21%

- Sur 1000 composants, combien auront vraisemblablement une durée de vie
supérieure a 345 heures ?
P(X > 345) = 1 — P(X < 345) = 1 - F(345) = e345/50 = 50.16%

Sur 1000 composants fabriqués ~ 502 auront une durée de vie supérieure a 345 h.
41
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_unwers}Té
—Lumiere
~ 1Yo 5

Densité de probabilité
Durée de vie d'un composant électronique
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Exemple d’application 1 :
X : la durée de vie d'un composant électronique ; E(X) = 500 = 1/, = A = 1/500 = 0.002
0 si x<0 0 si x<0
X —> Exp ( » = 0.002) ; f(x) = F(x) =
rex si x>0 1-e™ si x>0

- Quelle est la probabilité qu’'un composant ait une durée vie comprise entre 250 et

500 heures ?
P(250 < X < 500) = F(500) — F(250) = 63.21% - 39.35% = 23.86%

- Quelle est la probabilité qu'un composant ait une durée de vie inférieure a 500
heures sachant qu'il a duré plus de 250 heures ?
Pox > 250) (X < 500) = P[(X < 500)/(X > 250)] = P[(X < 500) ~ (X > 250)] / P(X > 250)
= P(250 < X < 500) / [1 - P(X < 250)]
= [F(500) — F(250)] / [1 — F(250)] = 0.2386 / 0.6065 = 39.34%

- Déterminer la fonction de répartition G de la v.a.r. Y = X, Reconnaitre la loi de
probabilité de Y.

0 siy<0
G(y) =P(Y <y) = P(e™ <vy) ={ P(-XX <Iny) =P(X >-Iny/A)=1-F(-Iny /1) siy>0
0 siy<0

Gy)=] y=1-(1-e*v/N) si-lny/h >0 = Iny<0 = si 0<y<1
1 Si -lny/A<0 = Iny>0 = siy>1 43
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Exemple d’application 1 :

- En déduire la fonction densité de probabilité g de Y = e?*X,

0 siy<oO 0 ailleurs
G(y)={y si 0<sy<1 g(y)=|
1 siy>1 1 si0<y<1
Conclusion : on reconnait la fonction de répartition d'une loi Uniforme sur [a= 0, b=1]:
0 si x<0
Y > Ufa=0, b=1] : GW)=PY<y)=1(v-a)/(b—-a) si 0<x<1
1 si x>1

Ou encore, la fonction densité de probabilité d'une loi Uniforme sur [a=0, b=1]:

0 ailleurs
Y > Ula=0,b=1] : gly)=|1/(b—-a) si 0<x<1

. . iren s Fonction de répartition
Fonction densité de probabilité Loi Uniforme sur [0, 1]

Loi Uniforme sur [0, 1] 2,5

-1,5 1 -0,5 0 0,5 1 1,5 -1,5 1 0,5 0 0,5 1 44 15
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Exemple d'application 2 :
Dans un magasin de pieces détachées, le temps nécessaire pour servir des clients

est distribué selon une loi exponentielle avec une durée moyenne de service de 3
minutes par client. Quelle est alors la valeur du parameétre lambda A ?

X : la durée de service d'un client ; X—s Exp (A =1/3)
E(X) =1/ 2= A= 1/E(X) = 1/3 = 0.333, il représente le taux moyen de service
f(x) = 1/3e¥3 si x>0 Fx)={1-e*3 si x>0
0 si x<0 0 six<0

- Quelle est la probabilité que la durée de service soit supérieure a 6 minutes ?
PX>6)=1-P(X<6)=1-F®6)=eb3=e2=13.53%
» Comprise entre 3 et 9 minutes ?
PB<X<9)=F9-F3)=(1-e°)-(1-e%)=el-e3 =31.81%
> Inférieure a 9 minutes sachant qu’elle est supérieure a 3 minutes ?
Px>3(X<9)=P[(X<9)/(X>3)]=P[(X<9)n(X>3)]/P(X>3)
=P3<X<9)/PX>3)=[F9)-F3)]/[1-P(X<3)]
=[F9)-F3)]/[1-FB3)]=1-(e3/el)=86.47%

- Est-ce exact de dire qu'il y a 50% de chances pour que la durée de service d’'un
client soit inférieure a la durée moyenne de service ?

Non, P(X < E(X)=3)=F(3)=1-e! = 36.79% ”
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Exemple d’application 3 :

Un fabricant de moniteur-vidéo veut déterminer la période de garantie qu'il
devrait associer aux tubes-écran qu’il commercialise. Des essais en laboratoire ont
indiqué que la durée de vie utile (en années) de ce composant est distribué selon
une loi exponentielle avec un taux moyen de défaillance de 0,20 tube/an.

- Quelle est la durée de vie moyenne des tubes ?

X : la durée de vie (en années) d’un tube-écran  ; X—> Exp(A=0.2)
E(X) = 1/ » = 5 ans ; durée de vie moyenne d'un tube
- Quelle est la probabilité qu’un tube opere sans défaillance pour une période
excédant sa durée de vie espérée ?
PX>E(X)=5)=1-P(X<5) =1-F(5)=e025 =36.79%
- 50% des tubes fonctionnent sans défaillance pendant combien de temps ?
x=?/ PX>x)=50% = 1-P(X<x)=1-FX) =50%

= F(x)=1-e02x=05 —=e0% =05= Ine%2x=1In0.5
=-0.2Xx=In05 = x=-In0.5/0.2 = 3,47 = 3 ans et demi.

On veut donner une période de garantie a ces tubes ; toutefois, on ne veut pas
remplacer plus de 18% de tubes au cours de cette période de garantie. Quelle
devrait étre la période de garantie ?
x=?2 /] PX<x)<18% = F(x)=1-e02x< 0,18 = €02 > 0.82 = Ine02x>|n0.82

—=-0.2x2In0.82 = x<-In0.82/0.2 =0.9923 =1 ans.
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4.3.3 Loi normale (Laplace-Gauss)

La loi normale jouit d'une importance fondamentale puisqu’un
, .. ] Pierre-Simon de Laplace
grand nombre de methodes statistiques reposent sur cette loi. (1745-1827)

La loi normale est un modele théorique qui permet d'exprimer d'une maniere
suffisamment adéquate le comportement aléatoire des observations d'une multitude
de phénomenes.

Notamment lorsque la taille de I'échantillon n est grande - Théoreme Central Limite

Les applications pratiques associées a la loi normale sont également tres
nombreuses.

La fonction f densité de probabilité d'une v.a.r. X qui suit une loi normale de
parametres m et 2, est définie par :

1 1 X-m

_ —— exp[- ( )? ]
f0)=" . 5 _ vx e IR

Notation : X—— N(m, o2)
Valeurs caractéristiques :

E(X) = m et V(X) = o2 47
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Courbe en cloche

f : Fonction densité de probabilité

N(m=3, o?=2?)
1/6\2n

7 Points d'inflexion

-
-
- ’
- ’
-
-

m-lc m m+loc

m = Mode = Médiane

Lois de probabilité usuelles - Continues

F : Fonction de répartition
N(m=3,0%2=22)

N0 O H

[e)}
S
N

N

N w

(> TR <> <> B <> ST <> B <> W <> B <> B <)
(4]

1

1
o\ H T
—

4 5 6 7 8

F(x) = PX<%) = | f(x) dx

9
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Lois de probabilité normales
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L'expression précédente nous sera toutefois de peu d'utilité, car pour faciliter les
calculs (a la main) de probabilités, on utilisera la table de la loi normale centrée
réduite (cf. tables statistiques) qui permet d'obtenir aisément des probabilités
associées a tout phénomene aléatoire normal.

4.3.4 Loi normale Centrée - réduite

Une simple transformation permet de ramener toute distribution normale, quelle
que soit la valeur de sa moyenne m ou de son écart-type, a une seule loi normale
"standard". Il s'agit alors d'effectuer un changement d'origine et un changement
d'échelle.

Si une v.a.r. X suit une loi normale de paramétres m et 2 alors la v.a.r.

U=(X-m)/o
est distribuée selon une loi normale centrée réduite de fonction densité de
probabilité : 1
o(u) = — e u? vu e IR
\2n

Notation : U—— N(0, 1)
Valeurs caractéristiques :
E(U)= 0 et ViU) =1 50
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Courbe en cloche

¢ : Fonction densité de probabilité N(0,1) ® : Fonction de répartition N(0,1)
(I)(U) CI)(U)
/
/
/
c=1 d(0) =1/2
/
50% | 50% //
N / N
-00 -1 0 +1 u +owx -0 0 u +owx
sy . u
Axe de symétrie ®d(u) =PU<u) = | f(u) du

1/2 = (1N2r) [ € du = | 4(u) du = P(U < 0) = B(0) = 1/2
Proprieteés :
e ¢ est symétrique o " ¢(u)du=1
e points d'inflexion : -1 et +1 e O(-u)=P(U< -u)=1-o(u)
e d(-u) =1 - d(u) o ®(u) = _["¢(u) du : valeurs tabulées N(O j:1)
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Remarque 1 :
Intégrale de Gauss : U—— N(0, 1)

+oc +oc +oc

vue IR, [oU)du=(1/\2r) [ev2du= 1 = |[eY2du=2r |Intdgrale de Gauss

oC

Sion pose t=u/ 2 - T
dt=du/\2 =| [etdt=1n = | [e®dt=(1/2)Vr (parité)
2=u?/2 “ °
Remarque 2 :
U—>N@©,1) ; E(U) =0 ; V(U)=EU2)-EU)? = EU2) =1

V(U) = Ju2¢u)du=(1/\2n) Juzevdu= 1 = | [u2ev?2du=+2n

=oC

Propriété :
La Somme (Différence) de 2 lois normales indépendantes suit une loi normale.
X,—> N(m,, ,2) S=X,+X, —> N(m;+m, , (No,2+05,2)2).
X, —> N(m; , 5,2) D=X;=X,—>N(my-m, , (Vo;2+0,2)?).
X, et X, indépendantes E(S)=m; + m, V(S) = 6,2 + 5,2

E(D) = m, - m, V(D) = 0,2 + 5,2 >
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Exemple d'application 1: Usage de /la table N(O, 1)

Soit X une v.a.r. qui suit une loi normale N(m =5, 2 =42).

a) Calculer les probabilités suivantes : P(X <10), P(X < 2) et P(2 < X <10).

P(X < 10) = P[U < (10 = 5)/4 ] = P(U < 5/4) = P(U < 1.25) = ®(1.25) = 89.44%

P(X<2)=P[U<(2-5)/4]=P(U < -3/4) = P(U < -0.75)
= ®(-0.75) = 1 - ®(0.75) = 22.66% ®(0.75) = 0.7734 cf table N(0,1)
PR <X<10)=P[ (2-5)/4<U < (10-5)/4]=P(-3/4 < U < 5/4)
= P(-0.75 < U < 1.25) = ®(1.25) - ®(-0.75) = ®(1.25) - (1 - ®(0.75))
= ®(1.25) + ®(0.75) - 1 = 0.8944 + 0.7734 - 1 = 66.78%
b) Déterminer x de telle sorte que F(x) = 0,77 , F(x) = 0,39

F(X) =PX<x)=0.77 = PLULS (X-5/4]=d[u=(x-5)/4]=0.77
= u=(Xx-5)/4=0.735 «cf tableN(O,1) = x=794

F(X) =P(X<x)=039 = PLUL (Xx-5/4]=d[u=(x-5)/4]=0.39
= d[-u=-(Xx-5)/4]=0.61 vuque ®(-u)=1-ad(u)
= =-(x-=5)/4= 0.275 cf table N(0,1) = x=5-4x0.275= 3.9 53
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Lois de probabilité usuelles - Continues

PU<u) =d)

v

PU> u)=1-PU<u)

A
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1

=1- &)

v

PUU <-u)=o(-u) =1-od(u)

PU>-u)=1-PUx<-u)
=1-o(-u)

\\

=1-1+®U) -

= @(u)

v

v
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A

P(/U/ <u)=P(-usUs<u) P(IU/ >u)=1-P(|U/<u)

= @(u) - O(-u) =1-(20(u)-1)
=o(u) - (1- o(u) =2(1-dW))
=2¢(u) - 1 e

v

v

- U u ,_u 'u ;

P(-uysUSu,) = 0uy) - &(- uy) P(-uysUs-u) =@(-u,) - 0(-uy)

) =1-o,)-(1-
Plu,<sU<u,) = f(UZ) - o(uy) = d(uy) - (1-D(uy)) = O(uy) + d(uy) - 1 - CD(uz)(t_/z()b(uf) (u,)

N s
) \
) \
) \
) \
N \ \
) \, 3
\, .
) \,
\

\, . |

) "

; 3

v
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Exemple d'application 2 : Fractiles caractéristiques de la table N(O, 1)

Soit X - N(m , o2), déterminer la probabilité des intervalles suivants :
[mMm-loc;m+1c] ; [Im-19 06 ; m+19c] ; [Mm-2580c;m+ 2,58 c].
o(u)

/I

-0 -2.58 -1.96 -1 0 +1 196  2.58 U +oo
68.26%

95%
99% 56
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Exemple d'application 3 :

Le service comptable d'une compagnie d'assurances a évalué le montant de la
cotisation annuelle d'un contrat d'assurance complémentaire proposé depuis
plusieurs années, et en a établi que cette cotisation est normalement distribuée
avec une moyenne m = 500€ et un écart-type = 50€.

On notera par X : "“Le montant de la cotisation annuelle des assurés”
X— N(m =500 ; o2 =1502)

a) Déterminer puis interpréter la valeur du coefficient de variation du montant de la

cotisation annuelle des assurés
CV(%) =c/ m=50/500 = 10% distribution homogéene

b) Quelle est la probabilité qu'un contrat d'assurance, choisi au hasard, ait une
cotisation annuelle inférieure a 440€ ?
P(X <440) = P[ U < (440 - 500)/50 ] = P(U < -60/50) = P(U < -1.2) = ©(-1.2)
=1-d(1.2) = 11.51% ®(1.2) = 0.8849 cf table N(0,1)

c) Quelle est la probabilité qu'un contrat d'assurance, choisi au hasard, ait une
cotisation annuelle supérieure a 560€ ?

P(X > 560) = 1 — P(X < 560) = 1 - P[ U < (560 — 500)/50 ] = 1 - P(U < 60/50)

=1-PU<1.2)=1-d(1.2) =1-0.8849 = 11.51%
57
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X : "Le montant de la cotisation annuelle des assures” — N(m =500 ; o2 = 502)
d) Entre quelles valeurs autour de la moyenne se situe la cotisation des 95% des
assurés ? entrem—1.96c et m+ 1.966 c'est-a-dire [402€ ; 598€]

P(402 <X <598) = P[- 1.96 <U<1.96] = 2 ®(1.96) =1 = 95%  &(1.96) = 0.9750

e) Sur les 3600 assurés de cette compagnie, combien auront une cotisation annuelle
comprise entre 440€ et 560€ ?
P(440 < X < 560) = P[-1.2 <U<1.2]=d(1.2) - d(-1.2) =2 ®(1.2) - 1 = 76.98%
3600 x 0.7698 = 2771.28 = 2772 assurés

f) 25% des contrats de cette compagnie, ont une cotisation annuelle inférieure ou
égale a quelle valeur ?

x=?/ PX<x)=0.25 = P(U< (x-500)/50)=®[u=(x-500)/50)]=0.25

= u =-0.6745 c.f. table N(0,1) ; u=(x-500)/50=-0.6745 = x = 466.27€

g) Les 10% des contrats ayant des cotisations les plus élevées, ont une cotisation
supérieure a quelle valeur ?

x=2?/ P(X>x)=0.10 = P(X <x)=0.90 = P(U < (x-500)/50 ) = 0.90

= u = 1.2816 «c.f.table N(0,1) ; u=(x-500)/50=1.2816 = x = 564.08€

h) En supposant que I'écart-type reste inchangé€, a quel montant moyen doit étre
fixée la cotisation de sorte que seulement 5% des assurés auront une cotisation
annuelle supérieure a 564,08€ ?

m* = ?/ P(X > 564.08) = 0.05 = P(U < (564.08 — m*)/50 ) = 0.95 .

—u=1.645 cf tableN(0,1) : u = (564.08—m*)/50 = 1.645 = m* = 481.83€
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4.3.4 Loi Log-normale

Une variable aléatoire réelle notée Y suit une loi Log-normale de parametres m, et

0,2 si la variable aléatoire reelle de son logarithme notée X = LnY suit une loi
normale de parametres m, et 6,2 et réciproquement.

La loi log-normale est utilisée dans de nombreux domaines notamment en
finance pour modéliser les cours des instruments financiers (actions, cours de

change, taux d'intérét, etc.)

Les fonctions de densité de probabilité g et de répartition G de la loi log-normale

Y se déduisent des fonctions de densité f et de répartition F de la loi normale X :

0 siy<0
G(y) = P(Y <y) =P(LnY = X< Iny) = 1 1 In(y) - m,
F(Iny) = Sexpl- — ¢ 2] siy>0
o, N2m 2 Oy
0 siy<0
9v)= 1 4 1 1 In(y)-m,
— f(lny) = exp[ - ( 2] siy>0
y y 6, N2n 2 Oy

59
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Y—> N, 1) & U=Ln(¥)—> N, 1)

0,7

0,6

Fonctions densités
\

- = Normale centrée-réduite = ——Log-Normale
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Notation : Y —— LN(m, , c,2)
Y suit une loi Log-normale de parametres m, et c,2.

Valeurs caractéristiques : LN(Y) = X —— N(m, , c,2)

E(Y) = m,y=exp(m,+c2/2) et V(Y) =02 = (exp(c,?) — 1) exp(2m, + c,2)

Valeurs caractéristiques : LN(Y) = U —— N(0, 1)

E(Y) = m, = exp(1/2) et V(Y) = o,2 =exp(2) —exp(1)

Relations entre les caractéristiques des 2 lois :

E(X) =m,=In(m,)—-1In(1 +c,2/m?)/2 et V(X)=oc2=In(1+c2/ mp2)

61
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Exemple d'application 1 :

Lors de I'assemblée générale des actionnaires d’'une société cotée en Bourse de
Paris, le responsable financier a précisé que le cours de |'action suit une loi log-
normale avec un cours moyen de 54.87 € et une volatilité de 5.5 €.

a) Déterminer les caractéristiques de la loi normale suivie par le logarithme du cours
du titre .

m, = In(m,) = In(1 + 5,2/m?) / 2 =1In(54.87) — In(1 + 5.5% / 54.87%)/2 = 4
o2=In(1 + 6,2/m?) = In(1 + 5.52 / 54.872 ) = 0.012
X=In(Y) — N(m, =4, .2 =0.01%)

b) Probabilité que le cours de I'action soit supérieur a 60 €.

On note G la fonction de répartition de Y et F la fonction de répartition de X.
P(Y>60)=1-G(60) =1-P(Y<60) =1-P[InY <In(60)] = P[X <In(60)] = F[In(60)]
=1-PWU < (In(60) —4) / 0.01) =1 - ®(0.9434)
=1-0.8273 = 17.27% cf. table N(0,1).
c) Probabilité que le cours de I'action soit compris entre 50 et 60 €.
P(50 <Y < 60) = G(60) - G(50) = F(In(60)) — F(In(50)) = P[ In(50) < X <In(60) ] =
= P[ (In(60) —4) / 0.01) <U < (In(50) —4) / 0.01) ]
= ©(0.9434) - ®(-0.8798) = 63.78% cf. table N(0,1). o
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Exemple d'application 1 :

Y : le cours de l'action > LN(m, = 4, ¢,2 = 0.01?)
et X=1In(Y) > N(m, =4, .2 = 0.01%)

d) Déterminer la valeur médiane du cours de I'action.

On cherche la médiane y* telle que P(Y < y*) = 50%

P(Y < y*) = P[X < In(y*)] = P[ U < (In(y*) = 4) / 0.01) = @ [ (In(y*) —4) / 0.01 ] = 50%

= Uu=(In(y*)—4)/0.01 =y*=exp(4) =54.598€ ; y*=-exp(m,).
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Exemple d'application 2 :

Un investisseur gere un portefeuille de titres financiers dont le revenu annuel Y suit
une loi log-normale : Y — LN(O, 1).

a) Quelle est la probabilité que le revenu du portefeuille dépasse 20% ?
Y : le revenu du portefeuille > LN(m, =0, 6,2 = 1)

et U = In(Y) On note G la fonction de répartition> N(m, =0, 52 = 1)
de Y et @ la fonction de répartition de U.
P(Y > 0.20) =1-G(0.20) =1 -P(Y <0.20) = 1 - P[InY <In(0.20)]

1 - P[X < In(0.20)] = 1 - ®[In(0.20)] = 1 - &(-1.6094)
= ©(1.6094) = 94.62% cf. table N(0,1).

b) Quelle est la probabilité que le revenu du portefeuille soit compris entre 12% et
20% ?

P(0.12 < Y < 0.20) = P[ In(0.12) < U < In(0.20)] = ®[In(0.20)] = ®[In(0.12)]

= ©(-1.6094) — ®(-2.1203) = ®(2.1203) - d(1.6094) = 3.68%.
cf. table N(0,1) : ®(2.1203) = 98.30% et ®&(1.6094) = 94.62%
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Fonction de répartition @ de la loi normale centrée réduite : U — N(O0, 1).
Probabilité de trouver une valeur inférieure a u.
d(u)=PU=<u) ;@ (-u)=PU<-u)=1-d()

u 0.00 0.02 0.03 0.04 0.05 0.07 0.08 0.09

_unwerS}Té
— Lumiere
~LYon 5

0.0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586

0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535

0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409

0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173

0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793

0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240

0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490

0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524 Exemp|eS .
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327 '
0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891

1.0 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214

11 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298 P(U S 1'26) = @(1.26) = 89620/0

0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 0.91149 0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
0.91924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189

0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408 P(U < - 1.51) — @(_1.51) — 1 - @(1.51)

0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449

s

17 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327 = 1 - 09345 = 6550/0
18 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062

i1e) 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670

2.0 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169

21 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574

2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899

23 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158

2.4 0.99180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266 0.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361

25 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520

2.6 0.99534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643

2.7 0.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693 0.99702 0.99711 0.99720 0.99728 0.99736

2.8 0.99744 0.99752 0.99760 0.99767 0.99774 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807

2.9 0.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836 0.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861

3.0 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900

3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929

3.2 0.99931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940 0.99942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950

3.3 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965

3.4 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976

3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983

3.6 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989 65

3.7 0.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 0.99991 0.99992 0.99992 0.99992 0.99992



UFR De ScIences

économiaques Fractiles de la Loi Normale : U — N(0, 1)

eT De GesTIon Pour P < 0.5 (colonne de gauche et ligne supérieure). les fractiles sont négatifs.
Pour P > 0.5 (colonne de droite et ligne inférieure). les fractiles sont positifs.

unversiTe
 Wmiere
~1yon

P 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
0 infini 3.0902 2.8782 2.7478 2.6521 2.5758 25121 2.4573 2.4089 2.3656 2.3263 0.99

0.01 2.3263 2.2904 2.2571 2.2262 2.1973 2.1701 2.1444 2.1201 2.0969 2.0748 2.0537 0.98

0.02 2.0537 2.0335 2.0141 1.9954 1.9774 1.9600 1.9431 1.9268 1.9110 1.8957 1.8808 0.97

0.03 1.8808 1.8663 18522 1.8384 1.8250 1.8119 17991 1.7866 1.7744 1.7624 1.7507 0.96

0.04 1.7507 1.7392 17279 1.7169 1.7060 1.6954 1.6849 1.6747 1.6646 1.6546 1.6449 0.95

0.05 1.6449 1.6352 1.6258 1.6164 1.6072 1.5982 1.5893 1.5805 1.5718 1.5632 1.5548 0.94

0.06 1.5548 1.5464 1.5382 1.5301 1.5220 1.5141 1.5063 1.4985 1.4909 1.4833 1.4758 0.93

0.07 1.4758 1.4684 14611 1.4538 1.4466 1.4395 1.4325 1.4255 1.4187 1.4118 1.4051 0.92

0.08 1.4051 1.3984 1.3917 1.3852 1.3787 1.3722 13658 1.3595 1.3532 1.3469 1.3408 0.91

0.09 1.3408 1.3346 1.3285 1.3225 1.3165 1.3106 13047 1.2988 1.2930 1.2873 1.2816 0.90

0.10 1.2816 1.2759 1.2702 1.2646 1.2591 1.2536 1.2481 1.2426 1.2372 1.2319 1.2265 0.89 E | .

0.11 1.2265 1.2212 1.2160 1.2107 1.2055 1.2004 1.1952 1.1901 1.1850 1.1800 1.1750 0.88 Xemp es:

0.12 1.1750 1.1700 1.1650 1.1601 1.1552 1.1503 1.1455 1.1407 1.1359 1.1311 1.1264 0.87

0.13 1.1264 1.1217 11170 1.1123 1.1077 1.1031 1.0985 1.0939 1.0893 1.0848 1.0803 0.86

0.14 1.0803 1.0758 1.0714 1.0669 1.0625 1.0581 1.0537 1.0494 1.0451 1.0407 1.0364 0.85

0.15 1.0364 1.0322 10279 1.0237 1.0194 1.0152 1.0110 1.0069 1.0027 0.9986 0.9945 0.84

0.16 0.9945 0.9904 0.9863 0.9822 0.9782 0.9741 0.5701 0.9661 0.9621 0.9581 0.9542 0.83 q)(U) = P(U < U) =P= 06340
0.17 0.9542 0.9502 0.9463 0.9424 0.9385 0.9346 0.9307 0.9269 0.9230 0.9192 0.9154 0.82

0.18 0.9154 0.9116 0.9078 0.9040 0.9002 0.8965 0.8927 0.8890 0.8853 0.8816 0.8779 0.81

0.19 0.8779 0.8742 08706 0.8669 0.8632 0.8596 0.8560 0.8524 0.8488 0.8452 0.8416 0.80 = u-= O 3 425
0.20 0.8416 0.8381 0.8345 0.8310 0.8274 0.8239 0.8204 0.8169 0.8134 0.8099 0.8064 0.79 °

0.21 0.8064 0.8030 0.7995 0.7961 0.7926 0.7892 0.7858 0.7824 0.7790 0.7756 0.7722 0.78

0.22 0.7722 0.7688 0.7655 0.7621 0.7588 0.7554 0.7521 0.7488 0.7454 0.7421 0.7388 0.77

0.23 0.7388 0.7356 0.7323 0.7290 0.7257 0.7225 0.7192 0.7160 0.7128 0.7095 0.7063 0.76

0.24 0.7063 0.7031 0.6999 0.6967 0.6935 0.6903 0.6871 0.6840 0.6808 0.6776 0.6745 0.75

0.25 0.6745 0.6713 0.6682 0.6651 0.6620 0.6588 0.6557 0.6526 0.6495 0.6464 0.6433 0.74

0.26 0.6433 0.6403 0.6372 0.6341 0.6311 0.6280 0.6250 0.6219 0.6189 0.6158 0.6128 0.73

0.27 0.6128 0.6098 0.6068 0.6038 0.6008 0.5978 0.5948 0.5918 0.5888 0.5858 0.5828 0.72

0.28 0.5828 0.5799 0.5769 0.5740 0.5710 0.5681 0.5651 0.5622 0.5592 0.5563 0.5534 0.71

0.29 0.5534 0.5505 0.5476 0.5446 0.5417 0.5388 0.5359 0.5330 0.5302 0.5273 0.5244 0.70

0.30 0.5244 05215 05187 0.5158 05129 05101 05072 0.5044 05015 0.4987 0.4958 0.69 ) (U) = P(U < U) =P =0.4020
031 0.4958 0.4930 0.4902 0.4874 0.4845 0.4817 0.4789 0.4761 0.4733 0.4705 0.4677 0.68 - :
0.32 0.4677 0.4649 0.4621 0.4593 0.4565 0.4538 0.4510 0.4482 0.4454 0.4427 0.4399 0.67

0.33 0.4399 0.4372 0.4344 0.4316 0.4289 0.4261 04234 0.4207 0.4179 0.4152 0.4125 0.66

0.34 0.4125 0.4097 0.4070 0.4043 0.4016 0.3989 0.3961 0.3934 0.3907 0.3880 0.3853 0.65 = u= - O 2 482
0.35 0.3853 0.3826 0.3799 03772 0.3745 0.3719 0.3692 0.3665 0.3638 0.3611 0.3585 0.64 - .
0.36 0.3585 0.3558 0.3531 0.3505 0.3478 0.3451 0.3425 0.3398 0.3372 0.3345 0.3319 0.63

037 03319 0.3292 0.3266 03239 0.3213 0.3186 0.3160 0.3134 0.3107 03081 0.3055 0.62

038 0.3055 03029 03002 0.2976 0.2950 0.2924 0.2898 0.2871 0.2845 0.2819 0.2793 0.61

0.39 0.2793 0.2767 0.2741 02715 0.2689 0.2663 0.2637 0.2611 0.2585 0.2559 0.2533 0.60

0.40 0.2533 0.2508 0.2482 0.2456 0.2430 0.2404 02378 0.2353 0.2327 0.2301 0.2275 0.59

0.41 0.2275 0.2250 02224 0.2198 0.2173 0.2147 02121 0.2096 0.2070 0.2045 0.2019 0.58

0.42 0.2019 0.1993 0.1968 0.1942 0.1917 0.1891 0.1866 0.1840 0.1815 0.1789 0.1764 0.57

0.43 0.1764 0.1738 01713 0.1687 0.1662 0.1637 0.1611 0.1586 0.1560 0.1535 0.1510 0.56

0.44 0.1510 0.1484 0.1459 0.1434 0.1408 0.1383 0.1358 0.1332 0.1307 0.1282 0.1257 0.55

0.45 0.1257 0.1231 0.1206 0.1181 0.1156 0.1130 0.1105 0.1080 0.1055 0.1030 0.1004 0.54

0.46 0.1004 0.0979 0.0954 0.0929 0.0904 0.0878 0.0853 0.0828 0.0803 0.0778 0.0753 0.53

0.47 0.0753 0.0728 0.0702 0.0677 0.0652 0.0627 0.0602 0.0577 0.0552 0.0527 0.0502 0.52

0.48 0.0502 0.0476 0.0451 0.0426 0.0401 0.0376 0.0351 0.0326 0.0301 0.0276 0.0251 0.51

0.49 0.0251 0.0226 0.0201 0.0175 0.0150 0.0125 0.0100 0.0075 0.0050 0.0025 0.0000 0.50
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0.01 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001 0 P



